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Mathematik: 

1. H. Heimholte, Erhalt der Kraft. (1847.) 7. Taus. (60 S.) Uf -.80. 

2. €• F. Gauss, Allgem. Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten 
Verhältnisse des Quadrats der Entfern, wirk. Anziehungs- u. Abstoß.- 
Kräfte. (1840.) Herausg. v. A. Wangeriri. 2. Aufl. (60 S.) Ulf— ;80. 

5. Flächentheorie. (1827.) Deutsch herausg. v. A. v.Wan gerin. 

Dritte Auflage. (64 S.) Uf —.80. 

10. F. Neumann, Die mathematischen Gesetze d. induclrten elektrischen 
Ströme. (1846.) Herausg. v. 0. Neumann. (96 S.) Ulf 1.50. 

11. Galileo Galilei, ünterred. u. mathem. Demonstrat. über zwei neue 
Wissenszweige usw. (1638.) 1. Tag m. 13 u. 2. Tag m. 26 Fig. 1. Text. 
Aus d. Ital. übers, u. herausg. v. A. v. Oettingen. Zweiter, unver- 
änderter Abdruck. (142 S.) JC 3.—. 

14. C. F. Gauss, Die 4 Beweise der Zerleg, ganzer algebr. Funktionen usw. 

(1799—1849.) Hrsg. v.E. Netto. 2. Aufl. Mit 1 Taf. (81 S.) Uf 1.50. 
17. A. Brayais, Abhandlungen über symmetr. Polyeder. (1849.) Übers. 

u. in Gemeinschaft mit P. Groth herausgeg. von 0. u. E. Blasius. 

Mit 1 Taf. (50 S.) Uf 1.—. 
19. Über die Anzieh, homogener Ellipsoide, Abhandlungen von Laplaee 

(1782), Ivory (1809), Gauss (1813), Chasles (1838) und Dirichlet 

(1839). Herausgeg. von AWangerin. (118 S.) Uf 2.— . 

24. Galileo Galilei, ünterred. u. matb. Demonstrat. üb. 2 neue Wissens- 
zweige usw. (1638.) 3. u. 4. Tag, m. 90 Flg. i. Text. Aus d. Ital. u. 
Lat. übers, u. hrsg. v. A. v. ett ingen. 2. Aufl. (141 S.) JC 2.—. 

25. Anh. z. 3. u. 4. Tag, 5. u. 6 Tag, mit 23 Fig. im Text. Aus d. Ital. 

u. Latein, übers, u. herausg. v. A. v. Oettingen. 2., unveränderter 
Abdruck. (66 S.) Uf 1.20. 

36. F. Neumann, Theorie inducirter elektr. Ströme. (1847.) Herausgeg. 

von 0. Neumann. Mit 10 Fig. im Text. (96 S.) Uf 1.50. 
46, Abhandig. über Yariations-Rechnung. I. T heil: Abhandlungen von 

Job. Bernoulll (1696); Jac. Bernoulli (1697) u. Leonhard Enler 

(1744). Herausg. v.P. Stack el. Mitl9Textfig. (144 S.) Uf 2.— . 
47. n. Theil: Abhandlungen von La^ange (1762, 1770), 

Legendre (1786) und Jaeobl (1837). Herausgeg. von P. Stäckel. 

Mit 12 Textflguren. (110 S.) Ji 1.60. 
53. G. F. Gauss, Die Intensität der erdmagnet. Kraft auf absolutes Maß 

zurückgeführt. Herausgeg. von E. Dorn. (62 S.) J( \. — . 
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Nr. 54. J. H. Lambert, Anmerk. und Zusätze zur Entwerfung der Land- und J 

Himmelscharten. (1772.) Herausg. v. A.Wange r in. Mit 21 Text- ^^ 

flguren. (96 S.) M 1.60. 

> 55. Lagrange und Gauss, Kartenprojection. (1779 u. 1822.) Herausg. 

von A. Wangerin. Mit 2 Textflguren. (102 S.) M 1.60. 

» 60. Jaeob Steiner, Die geometrischen Constructionen, ausgeführt mittels 
der geraden Linie und eines festen Kreises, als Lehrgegenstand auf 
höheren Unterrichts- Anstalten u. zur praktischen Benutzung. (1833.J 
Herausgegeben von A. v. Oettingen. Mit 25 Textfiguren. (85 S.1 
JH 1.20. 

» Gl. 6. Green, Versuch, die math. Analysis auf die Theorien d. Elektric. 
u. des- Magnetismus anzuwenden. (1828.) Herausgegeben von A. v. 
Oettingen und A. Wangerin. (140 S.) jH 1.80. 

» 64. C. G. J. Jaeobi, über die vierfach periodischen Functionen zweier 
Yariabeln, auf die sich die Theorie der Abelschen Transcendenten 
stützt. (1834.) Herausgeg. von H. Weber. Aus dem Lateinischen 
übersetzt von A. Witting. (40 S.) jH —.70. 

» 65. Georg Rosenhain, Abhandl. über die Functionen zweier Variabler 
mit 4 Perioden, welche die Inversen sind der ultraelliptischen Inte- 
grale erster Klasse. (1851.) Herausgeg. von H. Weber. Aus dem 
Französischen übersetzt von A. Witting. (94 S.) jH 1.50. 

> 67. A. Göpel, Entwurf einer Theorie der Abelschen Transcendenten 

erster Ordnung. (1847.) Herausgegeben von H. Weber. Aus dem 
Lateinischen übersetzt von A. Witting. (60 S.) jH 1.—. 

> 69. James Clerk Maxwell, Ober Faradays Kraftlinien. (18Ö5 u. 1856.) 

Herausgegeben von L. B o 1 1 z m a n n. (1 30 S.) Jl 2. — . 
» 71. N. H. Abel, Untersuchungen über die Reihe : 

. w m^fm—l) ^^ , m«(m— 1)» fm — 2) 

(1826.) Herausjgegeben von A. Wangerin. (46 S.) jH 1.—. 
» 73. Leonhard Euler, Zwei Abhandig. über sphärische Trigonometrie. 
Grundzüge der sphärischen Trigonometrie und allgemeine sphärische 
Trigonometrie. (1753 u. 1779.) Aus dem Französischen und Latein, 
übersetzt u. herausgegeben von E. Hammer. Mit 6 Fig. im Text. 

(65 s.) uiri.— . 

> 75. Axel Gadolin, Abhandig. über die Herleitung aller krystallograph. 

Systeme mit ihren Unterabtheil, aus einem einzigen Prinzipe. (Ge- 
lesen den 19. März 1867.) Deutsch herausgeg. von P. Groth. Mit 
26 Textflguren und 3 Tafeln. (92 S.) Jl 1.50. 

> 76. F. E. Neumann, Theorie der doppelt. Strahlenbrech., abgeleitet aus 

den Gleichungen der Mechanik. (1832.) Herausg. v. A. Wangerin. 
(52 S.) Uf-.80. 

» 77. G. G. J. Jaeobi, über die Bildung und die Eigenschaften der Deter- 
minanten. (De formatione et proprietatibus determinantium.) (1841.) 
Herausgeg. von P. Stäckel. (73 S.) Jl 1.20. 

» 78. Über die Functionaldeterminanten. (De determinantibus func- 

tiopaUbus.) (1841.) Herausgeg. von P. Stäckel. (72 S.) uirl.20. 

> 79. H. V. Helmholtz, 2 hydrodynamische Abhandlungen. I. Über Wirbel- 

bewegungen. (1858.) — IL Über discontinuierliche Flüssigkeitsbe- 
wegungen. (1868.) Herausgeg. von A. Wangerin. (80 S.) Uf 1.20. 
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I. Nene Hetbode der Haiima, Minima sowie der 

Tangenten, die sicli weder an gebroclienen, nocli an 

irrationalen Grössen stösst, nnd eine eigentflmliclie 

daranf bezflgliclie Recbnnngsart. 



(Acta Eraditoram, 1684.) 



Gegeben sei eine Achse AX und mehrere Kurven wie YY^ 
WWy YY, ZZ. Ihre zur Achse senkrechten Ordinaten YXy 
WX, rZ, ZX mögen 



a 



K 



N 



bezüglich t?, w^ «/, z 
heißen. Der Abschnitt 
AX auf der Achse möge 
X heißen. YB, WC, YD, 
ZE seien die Tangenten 
und J9, (7, D, E ihre be- 
züglichen Schnittpunkte 
mit der Achse. . Nun wähle 
man nach Belieben eine 
Strecke und nenne sie 
dx. Dann soll diejenige 
Strecke, welche sich zu 
dx verhält wie v (oder 
w oder y oder x) zu XB 
(oder XG oder XD oder 
XE) mit dv (oder dw 
oder dy oder dz) be- 
zeichnet werden und 
DiflTerenz der v (oder der 

w oder y oder ;t) heißen^). Nach diesen Festsetzungen wer- 
den die Rechnungsregeln folgende sein. 

Wenn a eine gegebene konstante Größe ist, so wird da 
gleich und d[ax) gleich adx. Wenn y gleich v ist (d. h. 
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4 Leibniz. 

jede Ordinate der Kurve YY gleich der entsprechenden Or- 
dinate der Kurve W)^ so wird dy gleich dv. Nun Addition 
und Subtraktion: Wenn % — y-\-w + x gleich v ist, so 
wird d[x — y + m; + ic) oder dv gleich dx — dy + dw + dx, 
Multiplikation: d{xv) ist gleich xdv-^-vdx^ d. h. wenn man 
y gleich xv setzt, so wird dy gleich xdv + vdx. Es ist näm- 
lich gleichgültig, ob man den, Ausdruck xv oder als Abkürzung 
dafür den Buchstaben y anwendet. Zu beachten ist^ daß bei 
dieser Rechnung x und dx in derselben Weise behandelt werden 
wie y und dy oder ein anderer unbestimmter Buchstabe mit 
seinem Differential. Zu beachten ist auch, daß es nur mit 
einer gewissen Vorsicht eine Rückkehr von der Differential- 
gleichung gibt; darüber werden wir an einer andern Stelle 

V V 

reden. Nun zur Division: d — oder (wenn;?; gleich — ge- 

y ' . y 

setzt wird) dx ist gleich ^ ^ ^ — % 

yy 

Was die Zeichen anbetrifft, so ist folgendes wohl zu be- 
achten. Wenn bei der Rechnung für einen Buchstaben ein- 
fach sein Differential eingesetzt wird, so werden dieselben 
Zeichen beibehalten, und für + x wird + dx^ für — x wird 
— dx geschrieben, wie aus der eben vorhin behandelten Ad- 
dition und Subtraktion erhellt. Schreitet man aber zur Ent- 
wicklung der Werte, d. h. betrachtet man die Beziehung von 
X zu cc, dann kommt es zum Vorschein, ob der Wert von dx 
eine positive Größe ist oder kleiner als Null, d. h. negativ. 
Tritt der letztere Fall ein, dann wird die Tangente ZE vom 
Punkte Z aus nicht nach A hin gezogen, sondern in der ent- 
gegengesetzten Richtung, die von X nach unten weist; dies 
findet statt, wenn die Ordinaten x mit zunehmenden x ab- 
nehmen. Und da die Ordinaten v bald zunehmen, bald ab- 
nehmen, so wird dv bald positiv, bald negativ sein. Im ersten 
Falle wird die Tangente V^B^ nach A hin, im zweiten V^B^ 
nach der entgegengesetzten Seite gezogen. Keins von beiden 
gilt aber an der Zwischenstelle M^ in dem Augenblick, wo 
die V weder zunehmen noch abnehmen, sondern im Stillstand 
begriffen sind, dv wird alsdann gleich 0, und es kommt nicht 
darauf an, ob die Größe positiv oder negativ ist; denn +0 
ist gleich — 0. An dieser Stelle ist «;, d. h. die Ordinate Lif, 
ein Maximum (oder, wenn die konvexe Seite der Achse zu- 
gekehrt ist, ein Minimum), und die Tangente der Kurve in 
M wird weder in der Richtung von X nach A hinauf gezogen, 
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um sich der Achse zu nahem, noch auch in der entgegen- 
gesetzten Richtung, die von X nach unten weist; sie ist viel- 
mehr parallel zur Achse. Wenn dv in bezug auf dx unend- 
lich ist, dann steht die Tangente senkrecht auf der Achse, 
d. h. sie ist die Ordinate. Wenn dv und dx gleich sind, so 
bildet die Tangente mit der Achse einen halben rechten Winkel. 
Wenn bei zunehmenden Ordinaten auch ihre Inkremente oder 
Differenzen dv zunehmen (d. h. wenn bei positiv gesetzten dv 
auch die ddvy die Differenzen der Differenzen, positiv sind oder 
bei negativ gesetzten dv auch die ddv negativ), so ke"hrt die 
Kurve der Achse ihre konvexe Seite, sonst ihre konkave Seite 
zu. Wo aber das Inkrement ein Maximum oder Minimum ist, also 
die Inkremente aus abnehmenden zunehmende werden oder um- 
gekehrt, da ist ein Wendepunkt, und Konkavität und Kon- 
vexität vertauschen sich, vorausgesetzt, daß nicht auch die 
Ordinaten dort aus zunehmenden abnehmende werden oder um- 
gekehrt; dann würde nämlich die Konkavität oder Konvexität 
bleiben. Daß aber die Inkremente fortfahren zuzunehmen oder 
abzunehmen, die Ordinaten jedoch aus zunehmenden abneh- 
mende werden oder umgekehrt, das ist unmöglich 3). Ein 
Wendepunkt i^t daher vorhanden, wenn weder v^ noch dv 
gleich ist, wohl aber ddv gleich 0. Deshalb hat auch das 
Problem des Wendepunktes nicht wie das Problem des Maxi- 
mums zwei, sondern drei gleiche Wurzeln. Dies alles hängt 
vom richtigen Gebrauch der Zeichen ab. 

Manchmal aber sind, wie vorhin bei der Division, zwei- 
deutige Zeichen anzuwenden, bevor es nämlich feststeht, 
wie sie entwickelt werden sollen. Und zwar müssen, wenn 

V 

mit zunehmenden x die — zunehmen (abnehmen), die zwei- 

, .. r, . , . 7^ 1 , . ±vdy zjiydv . . , ,, 

deutigen Zeichen m d — , d. h. in so entwickelt 

y yy 

werden, daß dieser Bruch eine positive (negative) Größe wird. 
Es bedeutet aber q= das Entgegengesetzte von =±r, so daß, 
wenn dieses + ist, jenes — ist oder umgekehrt. Es können 
auch in derselben Rechnung mehrere Zweideutigkeiten vor- 
kommen, die ich durch Klammern unterscheide. Wenn z. B. 

^ . V . ^ , . 

h -^ H = «^ wäre, so würde sein 

y % V ' 

±vdyzpydv [±)ydx[z^)xdy [[±])xdv{{zj^))vdx ^^^^ 

yy XX vv 
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sein, damit nicht die von den verschiedenen Gliedern her- 
rührenden Zweideutigkeiten vermischt werden. Dabei ist zu 
beachten, daß ein zweideutiges Zeichen mit sich selbst + gibt, 
mit seinem entgegengesetzten — , während es mit einem an- 
dern eine neue Zweideutigkeit bildet, die von beiden abhängt. 
Potenzen: dx^ =^ a • x^^^dx, Z. B. ist dx^ = ^x^dx, 

. 1 adx rw T» ' A ^ w ^ 3^^ 

a-TT = ;rxT ' Z. B. Wird, wenn w = —r ist, dw^= — • 

x^ a;«+' ' x^ ^ X* 

b b 2 >7 

Wurzeln: dVs^=^dxVx^^. (Hieraus folgt dV'y=-/-; 
denn a ist in diesem Falle 1, und b ist 2, also — Vx^"^ gleich 

■j^ 2 -j^ 

— V«/""*; nun ist y"^ dasselbe wie — , nach der Natur der 

Exponenten einer geometrischen Reihe, und [/— ist -^ ) 

1 adx 
d- — . = . Es hätte aber die Regel der ganzen 

Vx^ bVx^^ 

Potenz genügt, um sowohl die Brüche als auch die Wurzeln 
zu erledigen; denn eine Potenz wird ein Bruch, wenn der 
Exponent negativ ist, und sie verwandelt sich in eine Wurzel, 
wenn der Exponent gebrochen ist. Ich habe aber jene Fol- 
gerungen lieber selbst gezogen, als sie andern zu ziehen über- 
lassen, da sie sehr allgemein sind und häufig vorkommen. 
Auch ist es bei einer an sich verwickelten Sache besser, für 
Leichtigkeit zu sorgen. 

Kennt man, wenn ich so sagen soll, den obigen Algo- 
rithmus dieses Kalküls, den ich Differentialrechnung 
nenne, so lassen sich alle andern Differentialgleichungen durch 
ein gemeinsames Rechnungsverfahren finden, es lassen sich die 
Maxima und Minima sowie die Tangenten erhalten, ohne daß 
es dabei nötig ist, Brüche oder Irrationalitäten oder andere 
Verwicklungen zu beseitigen, was nach den bisher bekannt 
gegebenen Methoden doch geschehen mußte. Der Beweis alles 
dessen wird für einen in diesen Dingen Erfahrenen leicht sein, 
wenn er nur den bisher nicht genug erwogenen Umstand beach- 
tet, daß man dx, dy^ dVj dw, dz als proportional zu den augen- 
blicklichen Differenzen, d. h. Inkrementen oder Dekrementen, 
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der oj, 2/, Vj Wy % (eines jeden in seiner Reihe) betrachten 
kann. So kommt es, daß man zn jeder vorgelegten Gieichnng 
ihre Differentialgleichung aufschreiben kann. Dies geschieht, 
indem man für jedes Glied (d. h. jeden Bestandteil, der durch 
bloße Addition oder Subtraktion zur Herstellung der Gleichung 
beiträgt) einfach das Differential des Gliedes einsetzt, für eine 
andere Größe jedoch (die nicht selbst ein Glied ist, sondern zur 
Bildung eines Gliedes beiträgt) ihr Differential anwendet, um 
das Differential des Gliedes selbst zu bilden, und zwar nicht 
ohne weiteres, sondern nach dem oben vorgeschriebenen Algo- 
rithmus. Die bisher bekannt gemachten Methoden haben aber 
einen solchen Übergang nicht. Sie wenden nämlich meistens 
eine Strecke wie DX oder eine andere von dieser Art an, 
nicht aber die Strecke dy^ die die vierte Proportionale zu 
DXy DYj dx ist, und dadurch wird alles verwirrt. Daher 
schreiben sie vor, daß Brüche und Irrationalitäten (worin 
Unbestimmte vorkommen) zuvor beseitigt werden. Es ist 
auch klar, daß unsere Methode die transzendenten Linien be- 
herrscht, die sich nicht auf die algebraische Rechnung zurück- 
führen lassen oder von keinem bestimmten Grade sind, und 
zwar gilt das ganz allgemein, ohne besondere, nicht immer 
zutreffende Yorausse^tzungen. Man muß nur ein für allemal 
festhalten, daß eine Tangente zu finden so viel ist wie eine 
Gerade zeichnen, die zwei Kurvenpunkte mit unendlich kleiner 
Entfernung verbindet, oder eine verlängerte Seite des unend- 
licheckigen Polygons, welches für uns mit der Kurve gleich- 
bedeutend ist. Jene unendlich kleine Entfernung läßt sich 
aber immer durch irgend ein bekanntes Differential, wie dv^ 
oder durch eine Beziehung zu demselben ausdrücken, d. h. 
durch eine gewisse bekannte Tangente. Wäre insbesondere 
y eine transzendente Größe, z. B. die Ordinate der Zykloide, 
und käme sie in der Rechnuug vor, mit deren Hilfe ^, die 
Ordinate einer andern Kurve bestimmt wäre, und verlangte 
man dx oder durch dessen Vermittlung die Tangente der 
zweiten Kurve, so wäre unter allen Umständen dz durch dy 
zu bestimmen, weil man die Tangente der Zykloide hat. Die 
Tangente der Zykloide selbst aber ließe sich, wenn wir an- 
nehmen, daß wir sie noch nicht hätten, in ähnlicher Weise 
durch Rechnung finden aus der gegebenen Eigenschaft der 
Kreistangenten. 

Wir wollen nunmehr ein Beispiel für die Rechnungsart 
auseinandersetzen, wobei bemerkt sei, daß ich hier die Division 
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durch X : y bezeichne , was dasselbe bedeutet wie x dividiert 

X 

durch y oder — Die erste oder die gegebene Gleichung sei 

y 



a; : 2/ + (a + &a;) (c — xx) : (ex + fxxf + ax^gg + yy 

+ yy ' Vhh + Zrc + ^^^ = 0. 

Sie drückt die Beziehung zwischen x und y oder zwischen 
AX und XY aus, wobei a, &, c, e, /*, ^, ä, /, w als gegeben 
vorausgesetzt werden. Es wird ein Verfahren gesucht, in einem 
gegebenen Punkte Y die Gerade YD zu zeichnen, die die 
Kurve berührt, oder es wird das Verhältnis der Strecke DX 
zu der gegebenen Strecke XY gesucht. Zur Abkürzung woUen 
-wiv a+bx = n, c — xx=Pf ex+fxx = q^ gg+yy = r und 
hh-^-lx-^- mxx = 8 setzen. Dann wird 

x:y -^-np :qq + axVr + yy : V7= 0. 

Dies sei die zweite Gleichung. Nach unserm Kalkül steht 
fest, daß 

d{x : y) = (i: xdy qp ydx) : yy 

ist, ebenso, daß 

d{np : qq) = {(dt:)2npdq{zp)q[ndp +pdn)} : q^ 

d{axYr) = axdr : 2Vr + aVrdx 
und 

d{yy:Vl) = {{{±))yyds{{zf))^y8dy} :2sy^. 

Alle diese Differentiale von d{x : y) bis zu d{yy:Vs) geben 
zusammen addiert und liefern auf diese Weise eine dritte 
Gleichung; denn es werden doch für die Glieder der zweiten 
Gleichung ihre Differentiale eingesetzt. Nun ist dn = bdx und 
dp = — 2xdx und dq = edx + 2fxdx und dr = 2ydy und 
ds =: ldx-\-2mxdx. Setzt man diese Werte in die dritte 
Gleichung ein, so erhält man eine vierte Gleichung. Die ein- 
zigen Differentiale, die darin noch übrig geblieben sind, näm- 
lich dx und dy, treten immer außerhalb der Nenner ungebunden 
auf, und jedes Glied ist entweder mit dx oder mit dy multi- 
pliziert, so daß hinsichtlich dieser beiden Größen immer das 
Homogeneitätsgesetz gewahrt ist, wie kompliziert auch die 
Rechnung sein mag. Man kann daher immer den Wert von 
dxidy, d. h. des Verhältnisses von dx zu dy, also der ge- 
suchten Sti'ecke DX zu der gegebenen XY^ erhalten. Dieses 
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Verhältnis wird hier in unserer Rechnung (wenn man die vierte 
Gleichung in eine Proportion verwandelt) sein wie das von 

rpxiyy — axyiVr ((=fc)) 2y:Vs 
zu 

=pl:y{±)2np{e+ 2fx) : g» (dz) (2nx -- pb) : g* 
+ ayr ((dz)) y* [l + 2mx) : 2s Vs . 

X und y sind aber, weil der Punkt Y gegeben ist, auch 
gegeben. Gegeben sind femer die oben aufgeschriebenen Werte 
der Buchstaben w, ^, q, r, s, ausgedrückt durch x und y. Man 
hat also, was man suchte. Dieses ziemlich verwickelte Bei- 
spiel haben wir nur deshalb hergesetzt, damit es klar wii*d, in 
welcher Weise die obigen Regeln auch bei einer schwierigen 
Rechnung zu gebrauchen sind. Jetzt ist es aber besser, ihren 
Nutzen an Beispielen zu zeigen, die dem Intellekt zugäng- 
licher sind. 

Es seien zwei Punkte G und E (Fig. 2) gegeben und eine 
Gerade SS in derselben Ebene mit ihnen. Man verlangt auf 
SS einen Punkt F so zu 
wählen, daß nach Ver- 
bindung von G mit F 
und E mit F das Recht- 
eck aus GF und einpr 
gegebenen Strecke /* 
und das aus EF und 
einer gegebenen Strecke 
r die kleinstmögliche 
Summe geben. Wenn 
also SS die Grenze 
zweier Medien ist, und h die Dichtigkeit des Mediums auf der 
Seite (7, etwa des Wassers, r die Dichtigkeit des Mediums auf 
der Seite JE/, etwa der Luft, bedeutet, so wird ein Punkt B^ 
von der Art gesucht, daß der Weg von G nach E über F 
unter allen möglichen der leichteste ist. Wir wollen an- 
nehmen, daß alle möglichen Rechtecksummen jener Art oder 
alle Schwierigkeiten der möglichen Wege durch die zur Ge- 
raden OK senkrechten Ordinaten KV der Kurve VV dar- 
gestellt werden (Fig. 1). Wir wollen diese Ordinaten w nennen. 
Gesucht wird dann die kleinste von ihnen NM, Da die 
Punkte G und E gegeben sind, so sind auch die Lote auf SS 
gegeben, nämlich GP (welches wir c) und EQ (welches wir ß), 
ferner ist gegeben PQ (welches wir p nennen wollen). QF 
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aber, welches gleich QN (oder AX) ist, wollen wir x nennen 
und . GF mit f und EF mit g bezeichnen. Dann wird 
FP = p — X und f = Vcc -i-pp — 2px-{-xx oder kurz 
f = VT. Femer wird g = Yee + ^^ oder kurz g = Vm , 
Wir haben mithin 

w = h y l-^ r Vm, 

Die Differentialgleichung dieser Gleichung lautet, da es fest- 
steht, daß im Falle des Minimums dw = o ist, 

o=hdl:2 yj+ rdm : 2 Vm 

nach den mitgeteilten Kegeln unseres Kalktlls. Nun ist dl= — 2 
(p — x) dx und dm = 2xdx, Also wird 

h{p — x) : f=rx:g. 

Jetzt wollen wir dies der Dioptrik anpassen und f und g^ 
d. h. C7i?'und EFy einander gleich setzen, weil die Brechung 
im Punkte F dieselbe bleibt, wie groß man auch die Länge 
der Strecke GF annehmen mag. Es wird alsdann h{p — x) = rx 
oder h:r = x:{p — x) oder h zu r wie Q.F zu FP^ d. h. der 
Sinus des Einfallswinkels und der des Brechungswinkels, 
FP und QF^ verhalten sich umgekehrt, wie r und ä, die 
Dichtigkeiten der Medien, in denen der Einfall und die Brechung 
geschieht. Diese Dichtigkeit ist jedoch nicht in bezug auf 
uns, sondern in bezug auf den Widerstand, den die Strahlen 
des Lichtes erfahren, zu verstehen. So hat man einen Beweis 
der Rechnung, die wir an einer andern Stelle in diesen Acta*) 
mitgeteilt haben, als wir eine allgemeine Grundlage der Optik, 
Katoptrik und Dioptrik auseinandersetzen. Andere gelehrte 
Männer haben mit vielen Umschweifen das zu erjagen gesucht, 

was einer, der in diesem 
Kalkül erfahren ist, auf 
drei Zeilen ohne weiteres 
herausbringen kann. Das 
will ich jetzt noch an einem 
andern Beispiel lehren. 133 
(Fig. 3) sei eine Kurve von 
folgender Beschaffenheit: 
Zieht man von irgend einem 
ihrer Punkte wie 3 nach sechs auf der Achse befindlichen 




1 'i 5 2 8 7 

Fig. 3. 



*) Acta Eruditorum, 1682. 
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festen Punkten 4, 5, 6, 7, 8, 9 die sechs Strecken 34, 35, 
36, 37, 38, 39, so sind sie zusammen addiert einer gegebenen 
Strecke g gleich. 

T 14526 789 sei die Achse und 12 die Abszisse, 23 die 
Ordinate. Gesucht wird die Tangente 3 T, Ich behaupte, daß 
T2 sich zu 23 verhalten wird wie 

23 23 23 ,23 23 23 __?^___?^ , ?^ , ?I_4_ ?5 , ?9 
34'^35"^36"*"37"'"38"^39^^ 34 35 "'"36"^ 37 "^38 "^39 

Und dieselbe Begel wird, nur unter Hinzufügung weiterer 
Glieder, gelten, wenn nicht sechs, sondern zehn oder noch 
mehr feste Punkte angenommen werden^]. Wollte man so 
etwas nach den bekannt gemachten Tangenten methoden unter 
Beseitigung der Irrationalitäten durch Rechnung herausbringen, 
so wäre das eine abscheuliche und manchmal unüberwindliche 
Mühe, wie wenn die ebenen und körperlichen Rechtecke, die 
sich aus allen möglichen Amben und Temen jener Geraden 
bilden lassen, einer gegebenen Größe gleichgesetzt werden 
müßten. In aUen diesen Fällen und in viel verwickelteren ist 
unsere Methode von derselben überraschenden und geradezu 
beispiellosen Leichtigkeit. Dies sind nur die Anfänge einer 
viel höheren Geometrie, die sich auch zu den schwierigsten und 
schönsten Problemen der angewandten Mathematik hinerstreckt, 
und nicht leicht wird jemand diese Dinge ohne unsere Differen- 
tialrechnung oder eine ähnliche mit gleicher Leichtigkeit be- 
handeln. Anhangsweise wollen wir die Lösung des Problems 
hinzufügen, welches de Beatme^) dem Descartes stellte, und 
dieser in Bd. 3 der Briefe zu lösen versucht, aber nicht gelöst 
hat. Man soll eine Linie WW von folgender Beschaffenheit 
finden (vergl. Fig. 1): Ist WC die nach der Achse gezogene 
Tangente, so ist XG immer gleich derselben konstanten Strecke a. 
Nun verhält sich XW oder w zu XG oder a wie dw zu dx. 
Nimmt man dx (welches beliebig gewählt werden kann) kon- 
stant, also immer gleich b an, d. h. wachsen die x oder AX 

gleichförmig, so wird «^ = i- ^^. Es werden also die Ordinaten?/; 

den dWj ihren Inkrementen oder Differenzen, proportional, d. h. 
wenn die x eine arithmetische Reihe bilden, so bilden die w 
eine geometrische Reihe, oder wenn die w die Numeri sind, 
so sind die x die Logarithmen. Die Linie WW ist folglich 
die logarithmische. 



^^^^^^^^^^^ 



II. Ober die Linie, in welche sicli etwas Biegsames 

durch sein eignes Gewicht krflmmt, und ihren herfor- 

ragenden Nutzen zur Auffindung von unendlich Tiden 

mittleren Proportionalen und tou Logarithmen. 



(Acta Eruditonim, 1691.) 



Das Problem der Kettenlinie oder Seillinie hat einen 
doppelten Nutzen, einmal den, daß die Kunst des Findens oder 
die Analysis erweitert wird, die bisher nicht genügend an 
solche Dinge heranreichte, zweitens den, daß die Praxis des 
Konstruierens gefördert wird. Ich habe nämlich gefanden, daß 
mit dieser Linie, so leicht sie selbst zu machen ist, soviel Nütz- 
liches gemacht werden kann, und daß sie keiner der Trans- 
zendenten nachsteht. Denn sie läßt sich durch Aufhängen 
eines Fadens oder besser eines Kettchens (das seine Aus- 
dehnung nicht ändert) ohne weiteres herstellen und durch eine 
Art physischer Konstruktion beschreiben. Und mit ihrer 
Hilfe können, wenn sie einmal beschrieben ist, beliebig viele 
mittlere Proportionalen und die Logarithmen und die Quadratur 
der Hyperbel geliefert werden. Als erster hat Oalilei über sie 
nachgedacht, aber nicht ihre Natur erfaßt; sie ist nämlich 
nicht eine Parabel, wie er vermutet hatte. Joachim Jungitts^)^ 
ein ausgezeichneter Philosoph und Mathematiker unseres Jahr- 
hunderts, der vor Descartes viele bedeutende Gedanken tlber die 
Verbesserung der Wissenschaften gehabt hatte, hat durch An- 
stellung von Kechnungen und Ausführung von Versuchen die 
Parabel ausgeschlossen, aber nicht die wahre Linie an ihre 
Stelle gesetzt. In jener Zeit haben sich viele an der Frage ver- 
sucht, aber keiner hat sie gelöst, bis mir kürzlich von einem 
gelehrten Mathematiker die Veranlassung gegeben wurde, sie 
zu behandeln. Als nämlich der berühmte BeimoMi'^) eine 
von mir herrührende besondere Analysis des Unendlichen, aus- 
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gedrückt in der anf meinen Rat eingeführten Differentialrech« 
nnng, mit gutem Erfolg auf gewisse Probleme angewandt 
hatte, forderte er mich im Maiheft der Acta des vorigen Jahres 
(Seite 218 f.] öffentlich anf, ich sollte versuchen, ob nicht un- 
sere Rechnungsart auch für solche Probleme wie die Auffindung 
der Kettenlinie ausreichte. Als ich ihm zu Gefallen die Sache 
versuchte, hatte ich nicht nur Erfolg und löste, wenn ich nicht 
irre, als erster dieses berühmte Problem^ sondern ich bemerkte 
auch, daß die Linie hervorragende nützliche Anwendungen hat. 
Dieser Umstand bewirkte, daß ich nach dem Beispiel von Blaise 
Pascal und andern die Mathematiker unter Festsetzung einer 
bestimmten Frist zu derselben Untersuchung einlud, um die 
Methoden zu prüfen, damit herauskäme, was jene liefern würden, 
die vielleicht andere Methoden benutzten als die, welche Ber- 
noulli mit mir gebraucht. Vor Ablauf der Frist haben nur 
zwei angezeigt, daß ihnen die Sache geglückt war, Christian 
HuygenSj dessen große Verdienste um die Wissenschaft jeder 
kennt, und Bemouüi selbst mit seinem Bruder, einem geist- 
vollen und sehr gelehrten jungen Manne ^ der durch diese 
Darbietung bewirkt hat, daß wir alles Hervorragende im An- 
schluß hieran erwarten. Von ihm nun glaube ich, daß er in 
Wirklichkeit herausgefunden hat, was ich angedeutet hatte, daß 
nämlich auch bis hierher unser Rechnungsverfahren reicht, und 
daß Dinge, die vorher für sehr schwierig galten, doch einen 
Zugang gestatten. Ich will aber auseinandersetzen, was von 
mir gefunden worden ist. Was die andern geleistet haben, 
wird die Vergleichung zeigen. 

Die Linie läßt sich folgendermaßen geometrisch 
konstruieren ohne Hilfe des Fadens oder der Kette und ohne 
Voraussetzung von Quadraturen durch diejenige Art von Kon- 
struktion, die man bezüglich der Transzendenten meiner Meinung 
nach für die vollkommenste und mit der Analysis am meisten 
übereinstimmende halten muß. Es seien zwei gerade Strecken, 
die ein gewisses bestimmtes und unveränderliches Verhältnis 
zueinander haben, nämlich das von D und K (Fig. 4), die 
hier gezeichnet sind. Wenn dieses Verhältnis einmal bekannt 
ist, so geht alles Übrige mittels der gewöhnlichen Geometrie. 
Die unbegrenzte Gerade ON sei zum Horizont parallel, und 
zu ihr senkrecht sei OÄ^ welches gleich ON^ ist, und über 
iVg stehe die Senkrechte iVg^j, die sich zu ÖÄ verhält wie 
D zu K, Zwischen OA und N^^^ suche man die mittlere 
Proportionale iV^^j, und zwischen iV^^^ und iVg^g, ebenso 
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zwischen N^ ^^ und OA suche man wieder die mittlere Propor- 
tionale. So fahre man fort, die mittleren und zu den gefun- 




Fig. 4. 



denen die dritten Proportionalen zu suchen, und beschreibe und 
verlängere dadurch die Linie ^^Ä (^ (^). Sie wiid von solcher 
Beschaffenheit sein, daß bei gleich groß gewählten Intervallen 
z. B. iVgiV,, Nfi, 0(N),, (N],(N)^ usw. die Ordinaten JV,?,, 
iVj^j, OÄj {N)^(^)^, {N)^(§)^ eine fortlaufende geometrische 
Progression bilden. Eine solche Linie pflege ich eine logarith- 
mische zu nennen. Nun errichte man, nachdem ON, 0{N) 
gleich groß gewählt sind, über N bzw. (N) die Lote NC und 
(N) ((7), die gleich der halben Summe von N^ und (N) (^) 
sind. Dann werden C und (C) Punkte der Kettenlinie FGA 
(C)L sein, von der auf diese Weise beliebig viele Punkte 
geometrisch angegeben werden können. 

Wenn dagegen die Kettenlinie physisch konstruiert wird 
mittels eines hängenden Fadens oder einer Kette, so lassen sich 
mit ihrer Hilfe beliebig viele mittlere Proportionalen herstellen, 
und es lassen sich die Logarithmen gegebener Zahlen oder die 
Zahlen gegebener Logarithmen finden. Wünscht man z. B. den 
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Logarithmus der Zahl Oio unter der Voraussetzung, daß der 
Logarithmus von OÄ (welches die Einheit ist und auch Para- 
meter heißen soll) gleich Null sei, oder wünscht man, was 
auf dasselbe hinauskommt, den Logarithmus des Verhältnisses 
zwischen OÄ und Oio, so nehme man zu Oo; und OA die dritte 
Proportionale Oip. Dann wird die Ordinate BC oder ON, die 
der halben Summe OB von Oco und Oifj als Abszisse ent- 
spricht, der gesuchte Logarithmus der gegebenen Zahl 
sein. Wenn dagegen der Logarithmus ON gegeben ist, so 
muß man die von dort aus zur Kettenlinie gezogene Ordinate 
verdoppeln und dann so in zwei Teile zerlegen, daß die 
mittlere Proportionale zwischen den Abschnitten gleich der ge- 
gebenen (Einheit) OA wird (was sehr leicht ist) 8). Die beiden 
Abschnitte werden dann die gesuchten dem gegebenen 
Logarithmus entsprechenden Zahlen sein, eine größer, 
die andere kleiner als die Einheit. Anders ausgedrückt: Hat 
man wie angegeben NC oder OR gefunden (der Punkt R ist 
auf der Horizontalen ^i^ so gewählt, daß wir OÄ^gleich OB 
oder NC haben), so werden Summe und Differenz der Strecken 
OR und AR die beiden dem gegebenen Logarithmus ent- 
sprechenden Zahlen sein, eine größer, die andere kleiner*als die 
Einheit. Denn die Differenz von OR und AR ist N§ und 
die Summe von ihnen (jV)(^), wie umgekehrt OÄ die halbe 
Summe und AR die halbe Differenz von (N) (§) und N^ ist^). 

Es folgt die Lösung der Grundprobleme, die man 
bei Linien zu stellen pflegt. 

In einem gegebenen Punkt der Linie die Tangente 
zu ziehen. Auf der durch den Scheitel A gelegten Horizon- 
talen AR wähle man R so, daß OR gleich der gegebenen 
Strecke OB wirdi Dann wird die antiparallel zu 012 gezogene 
Gerade CT (die die Achse AO in T trifft) die gesuchte Tangente 
sein. Antiparallel nenne ich hier zur Abkürzung OR und 
CT, wenn sie mit den Parallelen AR und 50 nicht dieselben , 
Winkel, wohl aber solche Winkel ARO und BOT bilden, 
die sich zu einem Rechten ergänzen. Die rechtwinkligen 
Dreiecke OAR und OjBT sind ähnlich. 

Eine Gerade zu finden, die dem Bogen der Kette 
gleich ist. Man beschreibe um mit dem Radius OB einen 
Kreis, der die Horizontale durch A in R schneidet. Dann 
wird AR gleich dem gegebenen Bogen AC sein. Es geht 
aus dem Gesagten auch hervor, daß ipio gleich der Kette 
CA(0} sein wird^®). Wäre die Kette doppelt so lang, wie 
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der Parameter, d. h. AG oder AR gleich 0-4, so würde die 
Neigung, die die Kette in G gegen deu Horizont hat, oder 
der Winkel BGT gleich 45° sein, also der Winkel GT[G) ein 
rechter. 

Den Ranm zu quadrieren, der zwischen der Ket- 
tenlinie und einer Geraden oder mehreren Geraden 
liegt. Nachdem der Punkt R wie vorhin gefunden ist, wird 
das Rechteck OAR gleich dem vierlinigen Gebiet AONGA 
sein. Danach ist es ganz leicht, irgend welche andern Ge- 
biete zu quadrieren. Es ist auch klar, daß die Bögen den 
gefundenen vierlinigen Gebieten proportional sind. 

Den Schwerpunkt der Kette oder irgend eines 
Teiles derselben zu finden. Nachdem man zu dem Bogen 
AG oder zvl AR^ zu der Ordinate BG und zu dem Para- 
meter OA die vierte Proportionale Od- gefunden hat, addiere 
man sie zu der Abszisse OB, Die Hälfte 00 dieser Summe 
wird dann den Schwerpunkt O der Kette GA[G) geben. Es 
schneide femer die Tangente GT die durch A gelegte Hori- 
zontale in J^, und man vollende das Rechteck QAEP, Dann 
wird P der Schwerpunkt des Bogens AG sein. Der Abstand 
des Schwerpunktes irgend eines andern Bogens wie GGi von 
der Achse ist AM\ dabei bedeutet nM das Lot auf den 
Scheitelhorizont, das von tt, dem Treffpunkt der Tangenten 
Gti und G^Jt aus gefällt ist; der Schwerpunkt von GG;^ 
läßt sich allerdings auch aus denen der Bögen AG und AG^ 
leicht erhalten. Man hat nach dem Obigen auch BO^ die 
größtmögliche Senkung des Schwerpunkts eines Seils oder 
einer Kette oder irgend einer biegsamen und unausdehnbaren 
Geraden, die mit ihren beiden Enden G und [G] aufgehängt 
ist und die gegebene Länge \pco besitzt. Bei jeder andern 
Gestalt nämlich, die sie annehmen mag, wird der Schwerpunkt 
weniger tief liegen, als wenn sie sich in die unserige GA[G) biegt. 

Den Schwerpunkt der Figur zu finden, die zwi- 
schen der Kettenlinie und einer Geraden oder mehre- 
ren Geraden liegt. Man nehme Oß gleich der Hälfte von 
00 und vollende das Rechteck ßAEQ, Dann wird Q der 
Schwerpunkt des vierlinigen Gebiets AOJSiGA sein. Danach 
erhält man leicht auch den Schwerpunkt irgend eines andern 
Raumes, der von der Kettenlinie und einer Geraden oder 
mehreren Geraden begrenzt wird. Es folgt hieraus ferner 
jene bemerkenswerte Tatsache, daß nicht nur die vierlinigen 
Gebiete wie AONGA den Bögen AG proportional sind, wie 
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wir schon erwähnten, sondern daß auch die Abstände, die 
die Schwerpunkte beider von der Horizontalen durch haben, 
nämlich 00 und Oßy proportional sind, weil jener immer das 
Doppelte von diesem ist, und daß die Abstände von der 
Achse Oj5, nämlich PO und Qß proportional, ja sogar völlig 
gleich sind. 

Inhalt und Oberfläche der Körper zu finden, die 
dadurch erzeugt werden, daß die zwischen der 
Kettenlinie und einer oder mehreren Geraden lie- 
gende Figur um eine beliebige unbewegte Gerade 
rotiert. Man erhält dies bekanntlich aus den beiden vorigen 
Problemen. Rotiert die Kette GÄ{G) z. B. um die Achse 
ÄBj so wird die erzeugte Oberfläche gleich einem Kreise, 
dessen Radius ein Quadrat gleich dem doppelten Rechteck aus 
Bä und AR bildet. Eben so gut lassen sich andere Ober- 
flächen oder auch Körper ausmessen, die in der angegebenen 
Weise erzeugt sind. 

Viele Theoreme und Probleme, die entweder in dem, was 
wir hier gesagt haben, enthalten sind oder sich ohne große 
Mühe daraus ableiten lassen, übergehe ich, weil es mir gut 
schien, für Kürze zu sorgen. Nimmt man z. B. zwei Ketten- 
punkte G und (7|, deren Tangenten sich in 7t treffen, und 
filllt von den Punkten C^, tt, G auf die Scheitelhorizontale 
ÄE die Lote G^J^, 7t M, GJ, so wird G^J^ mal AG weniger 
C; G mal J^M gleich BB^ mal DA. 

Auch unendliche Reihen kann man mit Nutzen anwenden. 
Wenn z. B. der Parameter CA die Einheit ist, und der Bogen 
AG oder die Gerade AR a heißt, und die Ordinate BG y 
genannt wird, so ergibt sich 

y = —a a' -i a* a usw., 

^ 1 6 ^40 112 ' 

eine Reihe die nach einer leichten Regel foiiigesetzt werden 
kann. Man kann auch, wenn Bestimmungsstücke der Linie 
gegeben sind, nach dem Gesagten das Übrige erhalten. Ist 
z. B. der Scheitel A gegeben und ein anderer Punkt G und 
AB^ die Länge des Kettenabschnitts AG^ so läßt sich der 
Parameter AG der Linie oder der Punkt erhalten: da 
nämlich auch B gegeben ist, verbinde man B^ R und ziehe 
von R aus die Gerade Rf.ij so daß der Winkel BRfj, gleich 
dem Winkel RBA wird. Rf.i wird dann (verlängert) die (ver- 
längerte) Achse BA in dem gesuchten Punkte treffen. 

Ostwaldfl Klassiker. 102. 2 
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In dem Obigen ist^ wie ich glaube, das Wichtigste ent- 
halten. Das übrige auf diese Linie Bezügliche wird sich 
daraus, wenn nötig, leicht ableiten lassen. Beweise bei- 
zufügen unterlasse ich, um nicht zu ausführlich zu sein. Ich 
darf es besonders deshalb, weil sie sich für jeden, der die in 
diesen Acta entwickelten Rechnungen unserer neuen Analysis 
versteht, von selbst ergeben ^i). 



^ <^ ®® C^ (^ ®fe ®® ^ ®® ®® ®fe <^ <^ ®® ®® 



III. Eine anf transzendente Probleme sicli erstreckende 
Ergänzung der praktischen Geometrie, mit Hilfe einer 
nenen allgemeinen Methode dnrch nnendliche Reihen. 

(Acta Eraditorum, 1693.) 



Früher wurden die unendlichen Reihen nach ihrem ersten 
Erfinder dem Holsteiner Nikolaus Mercator ^^), durch Divisionen 
und nach dem berühmten Geometer Isaac Newton ^^) durch 
Wurzelausziehungen gesucht. Es schien mir nun^ daß man zu 
ihnen bequemer und allgemeiner gelangen kann, indem man 
die gesuchte Reihe selbst als gefunden annimmt, so daß die 
Koeffizienten der Glieder im weiteren Verlauf bestimmt werden. 
Auf diese Weise kann man, nicht nur, wenn eine Eigenschaft 
einer Linie in gewöhnlicher Rechnung, sondern auch, wenn sie 
in einer Integral- oder Differential- oder höheren Differential- 
formel gegeben ist, die beliebig verwickelt sein mag, immer 
zu einer Reihe gelangen, mit deren Hilfe das Gesuchte, falls 
man die ganze Reihe betrachtet, genau dargestellt wird, falls 
man einen Teil der Reihe anwendet, mit beliebiger Annäherung. 
Durch ein Beispiel wird die Sache klar werden. Dasselbe ist 
allerdings leicht und längst auseinandergesetzt, aber doch zum 
Klarmachen geeignet. Wir wollen nämlich den Logarithmus 
aus dem Numerus oder den Numerus aus dem Logarithmus 
suchen. 

Das Verhältnis oder der Numerus sei (a-{'X) : a und der 
Logarithmus wegen der Quadratur der Hyperbel 

2/ = J adx : (a + x). 

Dann wird also dy = adx : {a -{- x) oder 

ady : dx -}- xdy : dx — a = 0. 

Sucht man nun bei gegebenem Numeras den Logarithmus, so 
werde 

2/ = ftcc + ex* 4- ex^ + fx* usw. 

2* 
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Dann wird 

dy:dx = b + 2cx + 3ea;* + ^/x^ usw., 
mithin 

Iady : dx = ab -{- 2acx + 3aecc* + 4a/a;* usw.j 
'■\-xdy\dx:= -\- hx '\- 2cx^ -f- Sex^ usw.>=0 
— a = — a I 

Damit sich in der entwickelten Gleichung, die keine andere 
Unbestimmte als x enthält, alle Glieder aufheben, so daß die 
Gleichung in eine identische übergeht, wird ab — a=0, 
d. h. i> = 1, 2ao + 6 = 0, d. h. c = — 1 : 2a, dae + 2c = 0, 
d. h. 6 == 1 : 3a*, 4:af+ 3« = 0, d, h. /"= — 1 : 4a» und 
so fort. Es wird also 

X x^ , x^ a;* 

^ = 1-2^+3^-4^ "^^- 

Wenn dagegen der Logarithmus y gegeben ist, und der 
Numerus [a'\-x):a oder x selbst gesucht wird, so schreibe 
man 

X = ly '■\- my'*^ + ny^ +i?2/* 'isw. 
Dann wird 

dx : dy = l + 2my + ^ny^ + 4:py^ usw. 

Nach dem Obigen ist aber immer 

a + aj — adx : dy = 
und daher 

= 
( a + x= a+ ly + my^ + ny^ + py* ^^w.) ^ 
\ — adx :dy = — la — 2am^ — 3a/ny^ — 4tapy^ — baqy^ usw.j 

Damit sich in dieser letzten Gleichung die Glieder aufheben, 
und sie in eine identische tibergeht, wird sein Z=l, m = Z:2a, 
n == m:3a = 1:2 . 3a*, p = n : 4a = l : 2 , 3 . 4a» und so 
fort. Es wird also 

y y^ y^ 2/* 

^ = r + r:2^ + 1.2.3a»+1.2.3.4^''^'^- 

Wir wollen noch ein anderes Beispiel hinzufügen, das beim 
ersten Anblick schwieriger zu sein scheint. Es soll nämlich bei 
gegebenem Bogen und Radius der Sinus rectus^*) gefunden 
werden oder, was auf dasselbe hinauskommt (weil die Peri- 
pherie praktisch genügend gegeben ist), bei gegebenem Sinus 
totus^^) und gegebenem Winkel. Der Kreisbogen sei y und 



Analysis des Unendlichen. 21 

der Sinus rectus x, der Radius aber sei a. Nach unserer 
Differentialmethode steht dann fest, daß die allgemeine Relation 
zwischen dem Bogen und Sinus sich durch folgende Gleichung 
ausdrücken l&ßt'*): 

a^dy* = a!^dx* + x^dy"^. 
Nun werde 

X = hy + cy^ "{• ey^ + fy'^ usw. 
Dann wird sein 

dx'.dy = h + Sey'^ + bey^ + Ify^ usw. 

Setzt man diese Werte für x und dx : dy in die Differential- 
gleichung ein und macht die entwickelte Gleichung zu einer 
identischen, läßt also die Glieder sich aufheben, so findet man 
die Werte der angenommenen Größen J, c, e, f usw. Dasselbe 
erreichen wir aber viel kürzer, indem wir zu den zweiten 
Differentialen herabsteigen. Differenziert man nämlich die 
Differentialgleichung 

a^dy^ = a*da;* + x'^dy'^ 

noch einmal, indem man dy konstant setzt, so entsteht 

2d^dxddx + 2xdxdy'^ = 
oder 

a}ddx + xdy'^ = 0. 
Nun ist 

ddx :dy*=2. dey + 4 . bey^ + 6 . Ify^ usw., 

wie sich durch Differentiation des eben vorhin erhaltenen 
Wertes von dx : dy ergibt. Demnach entwickelt sich jetzt die 
Differentialgleichung zweiter Ordnung in folgender Weise: 



o = (.- 



x = 
ddx : dy* = 



by+ cy^+ ey^+ /"^^ iisw.\__^ 

2 . 3a*cy + 4:. ba^ey^ + ß. la^fy'^ + S. da^gy' usw./"~^ 

Läßt man die Glieder der entwickelten Gleichung sich auf- 
heben und nimmt 5=1 an, so kommt 6 -|- 2 . 3a'c = 0, 
also c = --l:2.3a*, c + 4. ba^e = oder e = — c : 4 . 5a* 
= 1 : 2 . 3 . 4 . 5a*, ebenso /*= — 1:2. 3. 4. 5. 6. 7a« und 
so fort. Hieraus folgt 

^^y y' i yL ^1____ „qw 

1 1.2. 3a* "^1.2. 3. 4. 5a* 1 . 2. 3.4.5.6 .7a« ^^ 
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wenn man annimmt, daß a der Sinns totus oder der Radius 
ist, X der Sinns reetns nnd y der Bogen, der in der Praxis 
bekanntlich immer Meiner als der Badins sein muß. 

Nun noch ein anderes Beispiel, wo aus einer gegebenen 
Eigenschaft der Tangenten die Linie gesucht wird. Es sei in 
der Tat y die Ordinate, x die Abszisse, t die Subtangente (um 
dieses Wort von Huygens zu gebrauchen) oder der Abschnitt 
der Achse, der zwischen der Tangente und der Ordinate liegt. 
Gesucht wu*d eme Kurve, bei der 

ist. Es ist aber allgemein nach den Gesetzen der Differential- 
rechnung t:y = dz: dy^ also wird hier 

dz'.dy^=[y — %):a 
oder 

adx 4- ^dy = ydy oder adz : dy -^-z — y ^= 0» 
Es sei 

z = by -\- cy* + ey^ + fy* usw. 
Dann wird 

dz '. dy :=^ b -{' 2cy + 3ei/* + 4:fy^ usw. 
Daher ist 

Iadz : dy = ab -}■• 2acy + Sae^/' + 4a/i/^ usw.] 
^%=z -j- by+ C2/* •+• e2/'usw.>=0, 
— 2/= — y ) 

und durch Fortheben entsteht a6=0, also b=0^2ac-\-b — 1=0 
oder c = 1 : 2a, e = — c:3a = — 1:2. 3a*, f= — e: 4a 
= 1 : 2 . 3 . 4a' und so fort, mithin 

2/* y^ , 2/* y^ 



1.2a 1. 2. 3a« ^ 1.2.3.4a' 1.2.3.4.5a* 



usw. 



übrigens ist aus dem oben Gefundenen zu entnehmen, daß, 
wenn a:{a — x) der Numerus nnd y der Logarithmus ist, 

„ __ ^ ___ y* , y^ y* ,_„ 

1 1.2a"^1.2.3a* 1.2. 3. 4a' 

sein wird. Also ist z = y — x. Die gesuchten Linien, deren 
Subtangente {yy — zy) : a sein soll, sind demnach von folgender 
Beschaffenheit. Wenn man y als Logarithmus betrachtet, so 
wird z die Differenz zwischen dem Logarithmus und seiner 
Sub normale. Subnormale nenne ich aber o;, weil a:{a — x) 
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als Numerns gesetzt ist. Hieraus geht hervor, daß man durch 
die unendlichen Reihen manchmal bequem den endlichen Wert 
erhält, auch wenn er transzendent ist. Aber dies hätte uns 
hier nebenbei genügt, daß sich auch ganz verwickelte Probleme 
nach dieser Methode in der Praxis mit beliebiger Genauigkeit 
lösen lassen. Daß sich nach derselben Methode auch die 
Wurzeln von beliebig aufsteigenden Gleichungen erhalte^ 
lassen, liegt so auf der Hand, daß es hier nicht, erörtert zu 
werden braucht. 



Tvvvvvvvvvvv 



lY. Eine Ergänznog der ansmessenden Geometrie oder 

allgemeine Ansfflhrnng aller Onadratnren dnrcli Be- 

wegnng^ sowie eine mehrfache KonsMtion einer Linie 

ans einer gegebenen Tangentenbedingnng. 



(Acta Eraditorum, 1693.) 



Die Ausmessungen der Linien, der Flächen nnd der meisten 
Körper reduzieren sich wie auch die Auffindung der Schwer- 
punkte auf die Quadratur ebener Figuren, und hieraus ent- 
steht die ausmessende Geometrie, die, wenn ich so sagen 
soll, ihrer ganzen Art nach von der bestimmenden Geo- 
metrie verschieden ist, in der nur die Größen von Strecken 
vorkommen und demgemäß gesuchte Punkte aus gegebenen 
bestimmt werden. * Die bestimmende Geometrie läßt sich in 
geregelter Weise auf algebraische Gleichungen reduzieren, in 
denen dann die Unbekannte bis zu einem gewissen Grade auf- 
steigt. Die ausmessende Geometrie dagegen hängt ihrer Natur 
nach keineswegs von der Algebra ab, obwohl es manchmal 
(nämlich im Falle der gewöhnlichen Quadraturen) vorkommt, 
daß sie auf algebraische Größen zurückgeführt wird. Ebenso 
hängt die bestimmende Geometrie nicht von der Arithmetik ab, 
obwohl es manchmal (nämlich im Falle der Kommensurabilität) 
vorkommt, daß sie auf Zahlen oder rationale Größen zurück- 
geführt wird. Wir haben daher drei Arten von Größen: 
rationale, algebraische und transzendente. Die Quelle 
der algebraischen Irrationalitäten ist aber die Zwei- 
deutigkeit oder Mehrdeutigkeit des Problems; denn es 
wäre unmöglich, mehrere demselben Problem genügende Werte 
durch dieselbe Formel auszudrücken, wenn man sich nicht der 
Wurzelgrößen bediente; diese lassen sich aber nur in speziellen 
Fällen auf Bationalitäten zurückführen. Die Quelle der 
transzendenten Größen ist dagegen die Unendlichkeit, 
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so daß der Geometrie der Transzendenten (wovon .die 
aasmessende Geometrie ein Teil ist) eine Anaiysis entspricht, 
die nichts anderes als die Wissenschaft des Unendlichen 
ist. Znr Konstruktion algebraischer Größen wendet man nun 
gewisse Bewegungen an. Dabei sind entweder keine materiellen 
Eurren beteiligt, sondern nur gerade Stäbe, oder wenn starre 
Kurven beteiligt sind, so dürfen sie doch nur zum Zweck des 
Trefifens oder Schneidens in Anspruch genommen werden. Ebenso 
hat man zur Konstruktion transzendenter Größen bis jezt die An- 
Schließung oder Anpassung der Kurven an Geraden angewandt, 
wie es beim Beschreiben einer Zykloide geschieht oder bei der 
Abwicklung eines um eine Linie oder Fläche herumgelegten 
Fadens oder Blattes. Auch wenn jemand die Spirale des 
Jrchimedea oder die Quadratriz der Alten geometrisch (d. h. 
durch genaue stetige Bewegung) beschreiben will, so wird er 
dies leicht durch eine gewisse Anpassung einer Geraden an 
eine Kurve leisten, so daß die gerade Bewegung durch die kreis- 
förmige reguliert wird. Ich schließe also diese Dinge durchaus 
nicht von der Geometrie aus, obwohl Desoartes es getan hat; 
denn die so beschriebenen Linien sind genau und haben die 
nützlichsten Eigenschaften, und sie sind den transzendenten 
Größen angepaßt. Es gibt jedoch noch andere Konstruktions- 
weisen, die eine gewisse physische Beimischnung zu haben 
scheinen: wie wenn jemand Probleme der bestimmenden Geo- 
metrie durch Lichtstrahlen konstruierte (was häufig mit Nutzen 
geschehen könnte), oder wie wir die Fläche der Hyperbel 
quadriert oder die Logarithmen konstruiert haben durch eine 
Bewegung, die aus einer gleichförmigen und einer durch gleich- 
mäßige Brcibung verzögerten zusammengesetzt ist, oder mit 
Hilfe einer schweren Saite oder Kette, die die Ketten- oder 
Seillinie (la chainette) bildet. Wenn das Konstruktionsver- 
fahren genau ist, so wird es in die geometrische Theorie auf- 
genommen, wenn es leicht und nützlich ist, so kann es in die 
Praxis aufgenommen werden. Denn auch die Bewegung, die 
nach bestimmten Voraussetzungen geschieht, ist einer geome- 
trischen Behandlung fähig nach dem Beispiel des Schwer- 
punktes. Es gibt aber eine gewisse neue Art von Bewegung, 
die, wie ich glaube, wir zum ersten Male auf geometrische 
Konstruktionen angewandt haben; ich werde sogleich erzählen, 
bei welcher Gelegenheit. Sie läßt sich, wie es scheint, mehr 
als die andern zu der reinen Geometrie in Beziehung setzen 
und ist verwandt mit der Beschreibung der Linien durch 
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Fäden von Nabelpunkten oder Brennpunkten aus. Es wird 
nämlich bei ihr nur verlangt, daß der Punkt, der die Linie 
in der Ebene beschreibt und an dem einen Ende eines in der- 
selben Ebene (oder einer äquivalenten) befindlichen Fadens be- 
festigt ist, sich infolge der Bewegung des andern Endpunktes 
bewegt, jedoch lediglich durch 2Jug, nicht aber durch einen 
seitlichen Anstoß, der auch von dem Faden wegen seiner Bieg- 
samkeit nicht zu erwarten ist; er soll vielmehr in der Rich- 
tung des gespannten oder ziehenden Fadens fortgezogen werden, 
was von selbst erfolgt, wenn sich auf dem Wege kein Hinder- 
nis einstellt. Es könnte jedoch ein materieller Faden, da er 
niemals die volle Biegsamkeit hat, wie sie die Geometrie vor- 
aussetzt, den Schreiber, d. h. den beschreibenden Punkt, (da 
er frei in der Ebene liegt) etwas nach seitwärts drücken, so 
daß die Bewegung des Schreibers kein reines Ziehen wäre. 
Diesem materiellen Hindernis begegnet man zweckmäßig durch 
ein materielles Gegenmittel, nämlich so, daß eine Ursache da 
ist, die den beschreibenden Punkt ein wenig festdrückt, d. h. 
an der Stelle der Ebene, wo er sich befindet, haften läßt. 
Eine solche Ursache kann ein Gewicht sein, das auf dem be- 
schreibenden Punkte liegt oder mit ihm verbunden ist, und 
durch das dieser Punkt gegen die horizontale Ebene gedrückt 
wird, auf der er sich bewegen und die Linie beschreiben soll. 
Wenn dabei der Widerstand des Daraufiiegenden , wodurch 
bewirkt wird, daß sich der Punkt nicht ganz leicht von seinem 
Platz fortbewegt, jene kleine dem Faden noch anhaftende 
Starrheit völlig überwiegt, so wird der Faden besser nachgeben 
und gespannt sein. Auf diese Weise wird er nur durch Zug, 
nicht durch Anstoß wirken, und das allein wird hier in betreff 
des beschreibenden Punktes verlangt. Daher geschieht es aber, 
daß sich solche Bewegung der transzendenten Geometrie wun- 
derbar anpaßt, weil sie sich unmittelbar auf die Tangenten der 
Linie bezieht oder auf Richtungen, also auf elementare Größen, 
deren Zahl zwar unendlich ist, die aber der Größe nach un- 
angebbar oder unendlich klein sind. 

Diese Konstruktion auszudenken, bekam ich einst in Paris 
folgende Gelegenheit. Claude Perraultj ein hervorragender 
Pariser Arzt, der durch mechanische und architektonische 
Studien ausgezeichnet, auch durch die Herausgabe des Vitruvius 
bekannt ist und bei seinen Lebzeiten in der königlichen Ge- 
sellschaft der Wissenschaften von Frankreich nicht der letzte 
war, hat mir und vor mir vielen andern folgendes Problem 
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vorgelegt, dessen Lösung, wie er offen gestand, ihm noch nicht 
geglflckt war. Man soll (Fig. 5) die Linie BB finden, die 
ein Gewicht, das an dem Ende 
B des Fadens oder Eettchens 
AB befestigt ist, mit dem 
Punkte B oder einem äquiva- 
lenten in einer Horizontalebene 
beschreibt, wenn wir das an- 
dere Ende A des Fadens AB 
auf der unbeweglichen Qeraden 
AA entlang führen und dadurch 
das Gewicht B auf der horizon^ 
tal gerichteten Ebene fortziehen, 
in die (oder eine mit ihr äqui- 
valente) auch die Gerade AA 
und während der Dauer der Be- 
wegung der Faden AB f^llt 
Er benutzte aber (zur Veran- 
schaulichung) eine Taschenuhr 
mit silbernem Gehäuse B^ die 
er mittels einer am Gehäuse 
befestigten Kette AB über den 
Tisch zog, indem er das Ende 
A längs einer Geraden AA 
entlang führte. Dabei beschrieb der unterste Punkt des Ge- 
häuses (der Mittelpunkt des Bodens) auf dem Tisch die Linie BB, 
Ich beobachtete diese Linie aufmerksamer (weil ich mich da- 
mals hauptsächlich mit der Betrachtung der Tangenten be- 
schäftigte) und machte sofort die zutreffende Bemerkung, daß 
der Faden beständig die 
Linie berührt, oder daß 
z. B. die Gerade A^B^ 
die Tangente d^ Linie 
BB im Punkte B^ ist. 




Fig. 5. 




Das läßt sich auch fol- 
gendermaßen beweisen 
(Fig. 6) : Man beschreibe 
um ^3 als Mittelpunkt 
mit dem Faden A^B^ ^^S- ^• 

als Radius einen be- 
liebig kleinen Kreisbogen A^F, Darauf fasse man den Faden 
B^F in F an und ziehe ihn direkt, d. h. seiner eigenen 
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Eichtung folgend, bis nach A^, so daß er Ton B^F nach 
B^A^ gebracht wird. Denkt man sich nun, daß man es bei 
den Punkten B^y B^ ebenso gemacht hätte, wie bei dem 
Punkt B^, so hätte der Punkt B jedenfalls das Polyogon 
B^B^B^ usw. beschrieben, dessen Seiten immer in den Faden 
fallen. Läßt man jeden Bogen wie ^3^ unbegrenzt ab- 
nehmen und schließlich verschwinden, wie es bei der von 
uns beschriebenen stetigen Ziehbewegung geschieht, bei der ein 
stetiges, aber immer unangebbares Herumdrehen des Fadens 
stattfindet, so geht offenbar das Polygon in eine Kurve über, 
deren Tangente der Faden ist. Ich sah daher, daß die Sache 
auf folgendes umgekehrte Tangentenproblem zurückkam: Eine 
Linie BB von solcher Beschaffenheit zu finden, daß der Tan- 
gentenabschnitt AB zwischen der Achse AA und der Kurve BB 
einer gegebenen Konstanten gleich ist. Und es war ftlr mich 
nicht schwer herauszubekommen, daß die Beschreibung dieser 
Linie sich auf die Quadratur der Hyperbel zurückführen läßt. 
Man beschreibe nun den Mittelpunkt G oder A^ (wo der 
Faden A^B^ zugleich Ordinate und Tangente der Kurve ist), 
aber mit dem Radius A^B^J einen Kreis B^FG^ der die 
Achse A^E in G trifft, und zu dieser Achse parallel sei B^Kj 
die in K durch die von C aus gezogene Gerade GF getroffen 
wird (Fig. 5). B^K i^t dann die Tangente des Kreisbogens B^F, 
Jetzt ziehe man durch ^die Gerade FLB parallel zur Achse AE. 
Sie treffe A^ B^ in L und die Kurve BB in B, Man verlängere 
diese Gerade und nehme auf ihr LH gleich ^^ K. Macht man 
überall dasselbe, so entsteht die Tangenslinie ^^j B^HHj und 
man findet, daß das Rechteck B^ A^ E gleich der Tangensfigur, 
d. h. gleich der dreUinigen Fläche B^LHB^ ist^^); z. B. wird 
B^ A^ mal A^ E^ etwas liefern, was der dreilinigen Fläche B^ L^HJB^ 
gleich ist. Da sich nun die Fläche der Tangensfigur bekannt- 
lich mittels der Quadratur der Hyperbel, d. h. durch Loga- 
rithmen, angeben läßt^^), so ist klar, daß man damit auch 
A^E oder LB^ oder den Kurvenpunkt J9, erhält. Umgekehrt 
wird man hiemach, wenn die Zeichnung der Linie BB gegeben 
ist, die Quadratur der Hyperbel oder die Logarithmen kon- 
stituieren können. Bei der weiteren Ausführung dieser Dinge 
halte ich mich nicht auf, besonders weil ich glaube, daß die- 
selbe Sache GkrisHcm Huygens aufs beste erledigt hat. Dieser 
berühmte Mann teilte mir vor nicht langer Zeit brieflich mit, 
daß ihm eine merkwürdige Art, die Hyperbel zu quadrieren 
aufgestoßen sei. Daß sie ganz kürzlich in der ^Histoire des 
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ouvrages des savants^^ yeröffentlicht und gerade die vorliegende 
ist, entnehme ich ans den Angaben, die eben neulich die vor- 
trefflichen Gebrüder Bernoulli in den Acta Emditormn machten. 
Es kommt hier ans Anlaß jener ^t^^^en^chen Arbeit heraus, 
daß sich eine ähnliche Bewegung sehr schön zur Beschreibung 
derjenigen Linie anwenden läßt, bei welcher der Tangentenab- 
schnitt zwischen Kurve und Achse sich zu dem Achsenabschnitt 
zwischen einem festen Punkt und dem Schnitt der Tangente, 
d. h. AB zu CA (Fig. 5), verhält wie eine konstante Strecke 
zu einer andern konstanten Strecke. Dies mahnte mich auch 
daran, meine alten Untersuchungen auf diesem Gebiete endlich 
herauszugeben. 

Es war natürlich leicht einzusehen, wenn man einmal die 
Beziehung der Bewegung zu den Tangenten erfaßt hatte, 
daß unzählige andere Linien, die nicht so leicht auf eine 
Quadratur zurückführbar sind, mittels derselben Kunst kon- 
struiert werden können. Denn wenn auch AA keine Gerade 
wäre^ sondern eine Kurve, so würde nichtsdestoweniger der 
Faden die Kurve BB berühren. Ja noch mehr! Wenn auch 
der Faden AB während des Ziehens wüchse oder abnähme, 
so bliebe er nichtsdestoweniger die Tangente. Wäre daher 
irgendwie eine Relation zwischen CA und AB gegeben (so 
z. B., daß AB der Sinus und CA der Tangens desselben 
Winkels ist), so ließe sich durch verschiedene Einrichtungen 
die Bewegung des Fadens so regulieren, daß er sich nach 
dem gegebenen Gesetz unter Zusammenziehung fortbewegt. 
Man kann sogar unendlich viele demselben Problem genügende 
Linien nach diesem Konstruktionsverfahren zeichnen, jede, wenn 
man will, durch einen gegebenen Punkt. Wird der beschreibende 
Punkt von mehreren Fäden zugleich gezogen, so kann man die 
zusammengesetzte Richtung benutzen. Aber wenn auch nur 
ein Faden da ist, so kann man seine Länge variieren lassen, 
indem an das Gewicht B ein Rad geknüpft ist oder eine Figur, 
die so wie bei der Beschreibung der Zykloide in der Ebene 
geroUt wird. Es kann auch eine starre Gerade, die immer 
zum Faden senkrecht ist oder einen gegebenen oder nach be- 
stimmtem Gesetz sich ändernden Winkel damit bildet, mit B 
mitgeführt werden, und auf ihr kann man sich einen andern 
beschreibenden Punkt in Bewegung denken. Es können auch 
zwei auf die Ebene sich stützende Gewichte zugleich gezogen 
werden, die entweder immer denselben Abstand bewahren oder 
ihn auch während der Bewegung ändern. Man kann sich auch 
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zwei Ebenen denken, eine, in der sich der Punkt G bewegt 
nnd sich fest anf sie stützt^ eine andere, in der ein von B 
ausgebender Stift unter ganz leichter Berührung (so daß die 
Bewegung von Bewegung von B selbst gar nicht gestört wird) 
eine neue Linie beschreibt; und diese Ebene soll ihre eigene 
Bewegung haben. Die Tangente der neuen Linie wird die Ge- 
rade sein, die die Richtung der zusammengesetzten Bewegung 
aus der des Stifts in der unbewegten Ebene und der der an- 
dern Ebene bezeichnet. Daraus lassen sich wieder die Eigen- 
schaften der Tangenten der so beschriebenen neuen Linie be- 
stimmen. Da diese Art von Bewegungen eine sehr weite 
Ausbreitung hat und unzählige Anwendungen enthält, so habe 
ich früher über die Sache nachdenkend viele Bogen Papier 
gefüllt und habe mich auch mit den praktischen Vorsichts- 
maßr^eln beschäftigt, besonders weil ich den hervorragenden 
Nutzen für die umgekehrte Tangentenmethode und vor allem 
für die Quadraturen sah. Da nun eine Konstruktion ge- 
funden war, die sich allgemein auf alle Quadraturen ausdehnt 
und so umfassend ist wie vielleicht keine andere seit Entstehung 
der Geometrie, so habe ich endlich beschlossen, sie zu ver- 
öflfentlichen. Obwohl ich nämlich jene Dinge als Material für 
ein regelrechtes Werk und sozusagen für eine ganze Wissen- 
schaft aufbewahrt habe, so wächst doch so vieles andere und 
von anderer Art heran, daß es besser ist, das Alte bei jeder 
nur möglichen Gelegenheit endlich abzutun, damit es nicht 
untergeht. Und jenes hat sich, über das Doppelte des Horazi- 
schen Maßes hinaus zurückgehalten, lange genug nach dem 
Licht gesehnt. 

Ich will nun zeigen, daß das allgemeine Problem der 
Quadraturen sich auf die Auffindung einer Linie re- 
duziert, die ein gegebenes Neigungsgesetz hat*®), bei 
der also die Seiten des angebbaren charakteristischen Dreiecks 
in einer gegebenen Beziehung zueinander stehen. Darauf will 
ich zeigen, daß diese Linie durch die von uns aus- 
gedachte Bewegung beschrieben werden kann. Bei 
jeder Kurve G[G) denke ich mir ein doppeltes charak- 
teristisches Dreieck^i) (Fig. 7): das angebbare TBG und 
das unangebbare OLG] beide sind einander ähnlich. Das 
unangebbare wird umgrenzt von den Katheten OL und 1/(7, 
den Elementen der Koordinaten GB, GF und der Basis oder 
Hypotenuse OG^ dem Element des Bogens. Das angebbare 
TBG dagegen wird umgrenzt von der Achse, der Ordinate 
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Fig. 7. 



und der Tangente und drückt gerade den Winkel ans, den 
die Richtung der Kurve (oder ihre Tangente) mit der Achse 
oder Basis bildet, d. h. die Nei- 
gung der Kurve in dem be- 
trachteten Punkte 0. Es sei 
jetzt die Zone F(H) zu qua- 
drieren, die zwischen der Kurve 
H(H], den beiden parallelen 
Geraden FE und (F)[H) und 
der Achse F(F) liegt. Man 
wähle auf der Achse einen 
festen Punkt Ä und ziehe durch 
A senkrecht zu ÄF die Ge- 
rade AB als konjugierte Achse. 
Auf jeder (soweit als nötig ver- 
längerten) HF nehme man einen 
Punkt C an, so daß die neue 
Linie G{G) folgende Beschaffen- 
heit hat: Zieht man vom Punkte 

G aus zu der (wenn nötig, verlängerten) konjugierten Achse 
sowohl die konjugierte Ordinate GB (gleich AF)j als auch die 
Tangente GT^ so verhält sich TB, der zwischen ihnen liegende 
Abschnitt dieser Achse, zu BG wie HF zu der Konstanten a, 
oder a mal BT ist gleich dem Rechteck AFH (das dem Drei- 
eck AFHA umbeschrieben ist). Dies festgesetzt behaupte ich, 
daß das Rechteck über a und E[G], d«m Unterschied der Kur- 
venordinaten FG und [F)[G), gleich der Zone F[H) ist. Es 
wird also, wenn die verlängerte Linie H[H) auf ^ stößt, das 
Dreieck AFHA der zu quadrierenden Figur gleich dem Recht- 
eck über der Konstanten a und der Ordinate FG der qua- 
drierenden Figur sein. Unser Kalkül zeigt dies sofort. Es sei 
nämlich AF=y, FH=x, BT=t, FG = x. Dann ist 
nach der Voraussetzung i^=^ zy:a, andererseits t = ydx:dy 
nach der in unserem Kalkül ausgedrückten Natur der Tan- 
genten, Folglich ist 

adx = zdy j 
also 

ax = ]zdy = AFHA. 

Die Linie C{G) ist somit in bezug auf die Linie H{H) eine 
quadrierende; denn die Ordinate FG von G{G) liefert, mit 
der Konstanten a multipliziert, ein Rechteck gleich der Fläche 
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oder der Summe der Ordinalen von H(H), die an die in 
Betracht kommenden Abszissen AF angelegt sind. Da sieb 
BT zu AF verhält wie FE zu a (nach der Voraussetzung), 
und die Beziehung von FE zu AF gegeben ist (das die Natur 
der zu quadrierenden Figur darstellt), so wird folglich auch 
die Beziehung von BT zu FE oder zu BC gegeben sein, 
also auch die Beziehung von BT zu TGy d. h. die Beziehung 
zwischen den Seiten des Dreiecks TBG, Es ist daher zur 
Ausführung aller Quadraturen, also auch der Ausmessungen, 
nur nötig, bei gegebener Beziehung der Seiten des angebbaren 
charakteristischen Dreiecks TBG, oder bei gegebenem Nei- 
gungsgesetz, die Kurve G{G] beschreiben zu können, von der 
wir gezeigt haben, daß sie die quadrierende ist. 

Diese Beschreibung geschieht in folgender Weise: In Fig. 8 
sei der rechte Winkel TAE unbeweglich und in einer Hori- 
zontalebene gelegen. Auf 
dem Schenkel AT schreite 
der vertikale Hohlzylinder 
TG fort, der unter die ge- 
nannte Horizontalebene vor- 
ragt. In ihm sei aufwärts 
und abwärts beweglich der 
massive Zylinder FEy der 
an der obersten Stelle F 
einen angebundenen Faden 
FTG trägt derart, daß das 
Stück FT innerhalb des 
Hohlzylinders, das Stück TC 
in der genannten Horizontal- 
ebene ist. Ferner befinde 
sich am Ende G des Fadens 
Yig, 8. ^^ ^^ Punkt, der durchwein 

dai'auf Hegendes Oewicht 
gegen eben diese Ebene gedrückt wird und in ihr die Linie 
G{G) beschreibt. Die Bewegung geht aber aus von dem 
Hohlzylinder TG, der, während er auf ^ IT von A fortgeführt 
wird, G anzieht. Der beschreibende Punkt oder Stift C 
schiebe nun ER vor sich her, einen in derselben Horizontal- 
ebene senkrecht auf AE (dem andern Schenkel des unbeweg- 
lichen rechten Winkels TAE) nach A hin fortschreitenden Stab. 
Dieses Schieben hindert nicht, daß der schiebende Punkt (7 
nur durch den Zug des Fadens bewegt wird und daher dessen 
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Bichtang bei der Bewegung folgt. Es sei aber auch eine Art 
Brett RLM vorhanden, das gerade mit dem Punkte R senk- 
recht auf dem Stab HR fortrückt, Übrigens beständig Ton dem 
Hohlzylinder getrieben, so daß A TER ein Rechteck ist. End- 
lich sei auf diesem Brett (wenn man will, in Form einer her- 
ausragenden Leiste) eine starre Linie EE beschrieben, in die 
der massive Zylinder mittels eines Einschnitts, den man sich 
an dem Ende E zu denken hat, beständig eingreift^ auf diese 
Weise wird, so wie R auf T zurückt, der Zylinder FE ab- 
wärts gehen. Da nun die Größe ET+ TC eine gegebene ist 
(nämlich zusammengesetzt aus dem massiven Zylinder EF und 
dem ganzen Faden FTG) und die Beziehung zwischen TG 
und TR oder BG gegeben ist (aus dem gegebenen Neigungs- 
gesetz der Kurve), so hat man auch die Beziehung zwischen 
ET und TR, der Ordinate und Abszisse der Kurve EE, deren 
Natur und Beschreibung auf dem Brett LRM also durch die 
gewöhnliche Geometrie erhalten werden kann ; man erhält also 
auch die Beschreibung der Linie G(G) durch die vorliegende 
Vonichtung. Es ist nun aber TG immer die Tangente der 
Linie G{G) nach der Natur unserer Bewegung; also ist eine 
Linie G[G) beschrieben, bei der das Neigungsgesetz oder die 
Beziehung der Seiten des angebbaren charakteristischen Drei- 
ecks TRG oder TBG gegeben ist. Da diese Linie die qua- 
drierende der zur Quadratur vorgelegten Figur isty wie kurz 
vorher gezeigt wurde, so erhält man die gewünschte Quadratur 
oder Ausmessung. 

Man kann auf verschiedene Weisen ähnliche Einrichtungen 
für die Probleme der umgekehrten Tangentenmethode treffen. 
Wenn sich z. B. der Punkt T auf einer Kurve TT (anstatt 
auf der Geraden AT) bewegt hätte, so wäre auch die Koor- 
dinate HG (oder die Abszisse AB) in die Rechnung hinein- 
gekommen. Und in der Tat läßt sich jedes umgekehrte 
Tangentenproblem auf eine Relation zwischen drei Geraden 
zurückführen, nämlich den beiden Koordinaten GB, GH und 
der Tangente GT, oder andere Funktionen an Stelle dieser. 
Oft kann aber die Sache durch eine viel einfachere Bewegung 
bewerkstelligt werden. Wäre z. B. die Beziehung zwischen 
AT und TG gegeben (d. h. die Linie G{G) zu finden, wenn 
Elreise in bestimmter Anordnung der Lage nach gegeben sind, 
die die Linie senkrecht schneiden), so hätte ein geringerer 
Apparat genügt. Es wird nämlich unter Fortfall der Teile, 
die in H und R fortrücken, genügen, die starre Leitlinie in 

Ostwalds Klassiker. 162. 3 
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einer Tinbeweglichen^ durch A T hindurchgehenden Vertikalebene 
zu beschreiben. Bewegt sich dann auf der unbewegten Ge- 
raden AT der Punkt T oder der Hohlzylinder TG^ und geht 
dabei der massive Zylinder TE abwärts^ so wie es die ge- 
gebene Leitlinie EE vorschreibt, in die der Zylinder eingreift, 
so wird man immer wegen der (wie oben) konstanten Summe 
ET-^- TG und der gegebenen Beziehung zwischen AT und 
TG leicht die erforderliche Beziehung zwischen AT und TE 
oder die Natur der Linie EE finden, und die mit ihrer Hilfe 
beschriebene G{G) wird die gesuchte sein. 
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Y. Eine neue Anfendnng der Differentialrechnung nnd 

ilir Gebrancli bei verscliiedenen Konstrnktionen von 

Linien ans einer gegebenen Tangentenbedingnng. 

(Acta Eruditorum, 1694.) 



Ich erinnere mich, in diesen Acta 9chon vorgebracht zu 
haben 22), daß nicht nnr (wie vorher bekannt) durch das Zu- 
sammentreflTen von Geraden, die in bestimmter Anordnung ge- 
nommen werden, sondern auch durch das Zusammentreffen von 
Kurven Linien entstehen. Ich will aber diese Sache, die von 
nicht geringer Bedeutung für die Förderung der Geometrie ist, 
genauer auseinandersetzen; denn nicht einmal im Falle zu- 
sammentreffender Geraden ist ihre ganze Tragweite erkannt 
worden. Ich werde hier also allgemein lehren, wie man fol- 
gendes Problem auf die Gesetze der gemeinen Geometrie zurück- 
führt: Wenn (gerade oder krumme) Linien in bestimmter 
Anordnung23) ihrer Lage nach gegeben sind, die eine 
vorgelegte berühren, diese vorgelegte zu finden oder, 
was auf dasselbe hinauskommt: eine Linie zu finden, die 
unendlich viele in bestimmter Anordnung der Lage 
nach gegebene Linien berührt. Da dieses Problem in 
sehr weitem Umfang nützlich ist, so habe ich schon längst 
ein eigentümliches Rechnungsverfahren hierfür ausgedacht, oder 
ich habe vielmehr hierauf in eigentümlicher Weise unsere 
Differentialrechnung angewandt mit nicht zu verachtendem Vor- 
teil. Wie nämlich Descartes die Örter der Alten durch Rech- 
nung ausdrückend Gleichungen anwandte, die sich auf jeden 
Eurvenpunkt beziehen, so wenden wir hier unendlich viel um- 
fassenderere Gleichungen an, die sich jedem Punkt jeder Kurve 
anpassen, die man aus der Reihe der in bestimmter An- 
ordnung genommenen Kurven herausgreift. Man hat sich 
daher unter x und y die Abszisse und die Ordinate oder die 
Koordinaten einer jeden unter den genannten Kurven zu 
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denken; sie werden aber insbesondere auch bei der Kurve zu- 
gelassen, die aus dem Zusammentreffen jener entsteht oder sie 
berührt, — eine nützliche Art übereinstimmender Be- 
zeichnungsweise. Die Koeffizienten, die mit den x, y in 
der Gleichung vorkommen, bezeichnen Größen, die bei einer 
und derselben Kurve konstant sind; die einen sind innerliche 
(nämlich Parameter), die andern äußerliche, die die Lage 
der Kurve (also auch ihres Scheitels und ihrer Achse) defi- 
nieren. Vergleicht man aber die Kurven der Reihe miteinander, 
oder betrachtet man den Übergang von Kurve zu Kurve, so 
sind einige Koeffizienten durchaus konstant oder perma- 
nent (sie bleiben nicht nur bei einer, sondern bei allen Kurven 
der Reihe erhalten), andere sind veränderlich. Damit nun 
das Gesetz der Kurvenreihe gegeben sei, ist es nötig, daß 
in den Koeffizienten nur eine einzige Veränderlichkeit übrig 
bleibt. Wenn daher in der primären für alle Kurven gültigen 
Gleichung, die ihre gemeinsame Natur ausdrückt^ noch 
mehrere veränderliche Koeffizienten vorhanden sind, so muß 
es noch andere hinzukommende Gleichungen geben, die 
die Abhängigkeit der veränderlichen Koeffizienten ausdrücken, 
mit deren Hilfe sie alle bis auf einen aus der ursprünglichen 
Gleichung beseitigt werden können. Hinsichtlich des Schnitts 
von zwei äußerst benachbarten Linien, welche durch ihr Zu- 
sammentreffen einen Punkt der gesuchten Kurve bestimmen 
(die sie auch berühren sollen), ist übrigens klar, daß zwar 
zwei zusammentreffende, welche die durch das Zusammentreffen 
entstehende Linie berühren, da sind, aber ein einziger Schnitt- 
punkt oder Treffpunkt, so daß auch die ihm entsprechende 
Ordinate eine einzige ist. Anders ist es bei der gewöhnlichen 
Aufsuchung der geraden und krummen Linien (wie Kreise, 
Parabeln usw.), die eine vorgelegte berühren, und die man 
aus den Ordinaten der gegebenen Kurve bestimmen soU. Da 
denkt man sich zwei Ordinaten, aber immer nur eine Tan- 
gente. Was daher die gegenwärtige Rechnung betrifft, wo aus 
geraden oder krummen Tangenten, die ihrer Lage nach ge- 
geben sind, die Ordinaten selbst aufgesucht werden (umgekehrt 
wie gewöhnlich), so bleiben die Koordinaten x und y bei diesem 
Übergang (zum äußert Benachbarten) ungeändert, unterliegen 
also nicht der Differentiation. Dagegen werden die Koeffizienten 
(die bei der gewöhnlichen Rechnung als nicht der Differen- 
tiation unterliegend betrachtet werden, weil sie Konstanten 
sind) hier differenziert, weil sie Veränderliche sind. Bemerkens- 



Analysis des Unendliclien. 37 

wert ist aber der Fall, wo alle innerlichen Koeffizienten 
permanent sind, nnd daher die in bestimmter Anordnung zu- 
sammentreffenden Kurven untereinander kongruent sind. Dann 
kann man sich auch denken, daß sie die Spuren einer und 
derselben bewegten Linie sind, und die durch ihr Zusammen- 
treffen entstehende Kurve wird dann die bewegte Linie während 
der Dauer der Bewegung fortwährend berühren. Es ergibt 
sich also in diesem Falle ein gewisser Zusammenhang mit der 
Erzeugung der Trochoiden. Denn auch die Basis, auf der 
die Erzengende der Trochoide rollt, berührt die Erzeugende 
während der Dauer der Bewegung. 

Die Rechnung wird aber in folgender Weise anzustellen 
sein. Man nehme irgend einen festen rechten Winkel. Wir 
wollen uns denken, daß seine Schenkel, die beliebig verlängert 
werden, zwei Bezugsachsen für die Kurven bilden, d. h. eine 
Achse mit der konjugierten Achse. Die von einem beliebigen 
Kurvenpunkte auf sie gefällten Lote werden die Ordinate x 
und die konjugierte Ordinate oder Abszisse y sein, mit einem 
Wort: die Koordinaten x und y. Sucht man aus den 
Daten die Beziehung zwischen ihnen, so erhält man die Glei- 
chung (1), die wir kurz vorher die primäre genannt haben, 
da sie allen Punkten der sämtlichen in bestimmter Anordnung 
genommenen Kurven gemein ist. Wenn in der Gleichung (1) 
mehrere veränderliche Koeffizienten, wie fc, c, stecken, so wird 
ihre Abhängigkeit durch eine sekundäre Gleichung (2), und 
zwar durch eine oder mehrere gegeben sein. Beseitigt man 
nun aus Gleichung (1) die veränderlichen Kpeffizienten bis auf 
einen ft, so ergibt sich eine Gleichung (3). Durch Differen- 
tiation dieser Gleichung möge die Gleichung (4) entstehen. Da 
in ihr das Differential von h als einziges vorkommt, so wird 
der differentielle Charakter ganz verschwinden, and wir haben 
also auch eine gewöhnliche Gleichung (4). Beseitigen wir mit 
ihrer Hilfe aus Gleichung (3) die noch übrig gebliebene Ver- 
änderliche ft, so erhalten wir eine Gleichung (5), in der außer 
X und y nur noch unveränderliche Koeffizienten (wie a) da sein 
werden. Das . ist dann die Gleichung für die gesuchte durch 
das Zusammentreffen der Reihe von Linien entstehende Kurve, 
also für die gemeinsame Berührende der Linienreihe. 
Die Rechnung kann aber auch anders angestellt werden, sobald 
die Leichtigkeit dazu einladet, nämlich so, daß man nicht so- 
gleich die Veränderlichen beseitigt, sondern sie beibehält. 
Wenn nämlich die primäre Gleichung (1) und die sekundäre 
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Gleichung (2) (eine oder mehrere, die die Abhängigkeit der 
veränderlichen Koeffizienten ausdrücken sollen) gegeben sind, 
so differentiiere man die Gleichung (1), so daß (3) entsteht, 
und die Gleichung (2), so daß (4) entsteht (eine oder mehrere 
Gleichungen, wenn statt Gleichung (2) mehrere da waren). 
Auf diese Weise werden wir mehrere Differentiale haben aber 
doch auch genug Gleichungen, um sie zu beseitigen ; und wenn 
auch nur die Differentiale bis auf eins beseitigt werden können, 
so wird auch das noch übrig bleibende Ton selbst fortgehen, 
und es wird sich auf diese Weise eine gewöhnliche Gleichung (5) 
ergeben, d. h. eine Gleichung, in der kein Differential vor^ 
kommt. Verbindet man sie mit den Gleichungen (1) und (2), 
so lassen sich alle veränderlichen Koeffizienten beseitigen, und 
es ergibt sich eine Gleichung (6), die die Natur der gesuchten 
Kurve ausdrückt, welche durch das Zusammentreffen der Linien 
entsteht. Diese Gleichung wird dieselbe sein wie die Glei- 
chung (5) der vorigen Rechnung. 

Mit dieser Methode lassen sich nun unzählige Probleme 
der höheren Geometrie lösen, die man bisher nicht bewältigen 




(7I> 



Fig. 9. 

konnte, und die mit der umgekehrten Tangentenmethode zu- 
sammenhängen. Hiervon will ich einiges zur Probe angeben, 
das immerhin von großer Allgemeinheit ist, z. B. folgendes. 
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Es sei (Fig. 9) eine Relation gegeben zwischen AT tind 
Ad'^ den durch die Enrrentangente GT gebildeten Achsen^ 
abschnitten 2^). Es wird verlangt, die Kurve CG zu finden. 
Hier sind nämlich die die Kurve berührenden Geraden in 
bestimmter Anordnung der Lage nach gegeben, also auch die 
gesuchte Kurve, da sie durch ihr Zus[ammentre£fen entsteht. 
Auch wenn zu jedem Punkt T der Achse auf der gegebenen 
Linie EE ein Punkt E so gegeben ist, daß die Gerade TE^ 
wenn nötig verlängert, die gesuchte Kurve CG berührt, so ist 
nach dem Gesagten klar, daß man die Kurve CG nach der 
hier vorgeschriebenen Methode erhält. Ebenso läßt sich, wenn 
zwischen AP und Art^ den durch die Kurvennormale PC 
gebildeten Achsenabschnitten, eine Relation gegeben ist, die 
Kurve CG finden 2*). Da nämlich die Geraden Prt in be- 
stimmter Anordnung der Lage nach gegeben sind, ist auch 
die Linie FF gegeben, die durch ihr Zusammentreffen entsteht. 
Durch ihre Abwicklung wird aber die gesuchte Kurve CG 
beschrieben. Es lassen sich hier unendlich viele Kurven an* 
geben, die genügen; sie sind alle unter sich parallel und 
werden durch die Abwicklung derselben Linie zusammen 
beschrieben. Wenn also eine Relation zwichen AP und Ajt 
'gegeben ist, so läßt sich eine Kurve angeben, die nicht nur 
der gewünschten Bedingung genügt, sondern auch durch 
einen gegebenen Punkt hindurchgeht. Indessen ist in 
diesem Falle die Kurve CG nicht immer eine gewöhnliche, 
da sie ja nicht selbst, sondern ihre Erzeugende, aus der sie 
durch Abwicklung hervorgeht, durch das Zusammentreffen 
von Geraden entsteht, die der Lage nach gegeben sind. Sicher 
hat man, wenn die Kurve selbst durch das Zusammentreffen 
entsteht, eine bestimmte, und es ist nicht mehr ein Punkt 
beliebig wählbar, durch den sie hindurchgeht; das ist in dieser 
Lehre eine nützliche Unterscheidung. 

Wir wollen nun ein Beispiel unseres Kalküls bei einem 
ebenfalls aligemeinen Problem geben, das aber doch auf eine 
spezielle Linie angewandt ist. Gegeben ist die Beziehung 
der Normale PC zu ihrem Achsenabschnitt AP\ man 
soll die Linie CG finden. Da die Punkte P, die Kreis- 
mittelpunkte, ihrer Lage nach gegeben sind, und die Radien 
P G ihrer Größe nach (wegen der gegebenen Beziehung zu AP)^ 
so sind in bestimmter Anordnung Kreise gegeben, 
die die Linie CG berühren. Es läßt sich also diese 
Linie selbst erhalten, da sie durch das Zusammentreffen der 
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Kreise entsteht ^^). Das hatten wir schon mit einem kurzen 
Wort früher angegeben in den Acta vom Jani 1686 gegen 
Ende der Abhandlung. Man beschreibe nun also nm den 
Mittelpunkt P mit dem der Größe nach gegebenen Radius PC 
den Kreis GF, Um hier die kurz zuvor angegebene Methode 
anzuwenden, ziehe man von jedem Punkte F des Kreises die 
Senkrechten zu den Schenkeln des rechten Winkels PÄH^ 
d. h. die Koordinaten FG = y und FH=x (die im Falle 
des Zusammenti'effens zweier Kreise in GB und GL faUen); 
es sei AP = b und PG = o. Dann wird nach der Natur 
des Kreises 

(1) XX + yy '{' bb = 2bx -{- cc. 

Das ist die primäre Gleichung, die allen unseren Kreisen und 
allen Punkten eines jeden gemeinsam ist. Da aber die Be- 
ziehung zwischen AP und PG gegeben ist, so wird die Kurve 
EE gegeben sein, deren Ordinate PE gleich PG ist. Nehmen 
wir (beispielsweise) an, daß diese Kurve eine Parabel mit dem 
Parameter a ist, so wird 

(2) ab = CG. 

Dies ist die sekundäre Gleichung, die die Beziehung oder Ab- 
hängigkeit zwischen c und b ausdrückt. Beseitigt man mit 
ihrer Hilfe c, so wird aus der Gleichung (1) 

(3) XX + yy + bb == 2bx -^ ab. 

Es ist aber klar, daß in der Gleichung (1) außer den Koordi- 
naten X und y die Koeffizienten c, b, a auftreten, von denen 
c und b bei einem und demselben Kreis konstant sind, und 
zwar ist c fttr den Kreis innerlich, weil es seinen Radius an- 
gibt; b ist äußerlich, weil es die Lage des Mittelpunkts an- 
gibt. Beide sind beim Variieren der Kreise veränderlich, a 
dagegen durchaus konstant oder permanent, da es nicht nur 
für alle Punkte eines Kreises, sondern auch für alle Kreise 
in der Gleichung dasselbe bleibt. Nun diflferentiiere man die 
auf den einen veränderlichen Koeffizienten b reduzierte Gleichung 
nach b (der einzigen Größe in ihr, die der Diflferentiation 
unterliegt). Dadurch entsteht 

2bdb = 2xdb + adb 

oder (da db herausgeht) 

(4) b=x + a:2. 
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(Diese Bechnimg im Falle einer einzigen der Differentiation 
unterliegenden Größe ftllt in der Dnrehfühmng mit der alten 
von jPermai^27j angegebenen und von Hndde^^) geförderten 
Methode der Maxima und Minima zusammen, die aber nur ein 
Corollar der unserigen ist.) Beseitigt man mit Hilfe der 
Gleichung (4) in Gleichung (3) den noch übrig gebliebenen 
veränderliehen Koeffizienten b, so entsteht 

(5) ax -{- aa : A = yy. 

Das ist die Gleichung für die gesuchte Kurve CG. Dies zeigt 
uns, daß. sie eine Parabel ist, die mit der gegebenen ÄE kon- 
gruent ist, aber nur etwas anders liegt. Verlängert man sie 
nämlich, so Ulli sie mit ihrem Scheitel V auf die Achse ÄP^ 
aber über den Scheitel Ä der gegebenen AE^ so daß der 
Abstand ÄV der Scheitel der vierte Teil des gemeinsamen 
Parameters ist. Will man lieber die andere Rechnungsweise 
mit mehreren Differentialen, so nehme man wieder die Glei- 
chungen (1) und (2) und differenziere sie. Aus (1) entsteht dann 

(3) hdh = xdh + cdc 
und aus (2) 

(4) adh = 2cdc. 

Beseitigt man mit Hilfe von (3) und (4) dc^ so fällt zugleich 
dh heraus, und es entsteht 

(6) 6 = x + a : 2 

wie kurz vorher. Beseitigt man jetzt mittels (1), (2), (5) die 
veränderlichen Koeffizienten c und 6, so ergibt sich 

(6) a» + aa : 4 = 2/y 

als Gleichung der gesuchten Linie, wie vorhin. 

Wir haben auf diese Weise gelehrt, die Linie (7C zu bil- 
den, wenn die Beziehung der Normale P(7 zu dem eignen 
Achsenabschnitt AP gegeben ist, weil dann in bestimmter An- 
ordnung Kreise gegeben sind, die die Linie berühren. Wenn 
dagegen die Beziehung der geradlinigen Tangente TG zu dem 
eignen Achsenabschnitt AT gegeben ist (oder wenn in be- 
stimmter Anordnung Kreise gegeben sind, die die Linie senk- 
recht schneiden), so ist, um die GG im finden, eine andere 
Methode nötig. Man kann eine solche Linie durch die Zug- 
konstruktion erhalten, die von uns im September vorigen 
Jahres in diesen Acta entwickelt worden ist. Unsere gegen- 
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wältige Methode ist aber außerdem bei mehreren andern Pro- 
blemen der höheren Geometrie von Nntzen oder auch bei 
mechanischen und physischen. Wenn es sich nämlich darum 
handelt; eine Figur zu bilden, die in jedem gegebenen Punkte 
ihrer Begrenzungslinie eine gewisse Forderung erfüllt, so ge- 
langen wir oft zum Ziele, indem wir sie durch das Zusammen- 
treffen von Linien bilden, deren jede in einem Punkte der 
Forderung genügt, natürlich gerade in dem Treffpunkt. Auf 
diese Weise habe ich schon früher in einer Abhandlung über 
die optischen Linien eine Darstellungsart der Linien gefanden, 
welche Strahlen, die in bestimmter Anordnung ihrer Lage nach 
gegeben sind oder von einem Spiegel gegebener Gestalt her- 
kommen, konvergent oder divergent oder parallel machen. 
Eine solche Linie entsteht nämlich durch das Zusammentreffen 
von Ellipsen, wenn die Strählen konvergent werden sollen, 
und dieselbe Methode gilt, wenn sie parallel oder divergent 
zu machen sind. 



^ 
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VI. Ein nenes Beispiel der Analysis für die 

Wissenschaft des Unendlichen hezflglich der Summen 

nnd Quadraturen. 

(Acta Eraditonim, 1702.) 



Wie in der Algebra die Potenzen und die Wurzeln die 
Umkehmngen voneinander sind, so in der Infinitesimalrecliuung 
die Differenzen nnd die Summen; und wie in der Algebra 
oder in der allgemeinen Wissenschaft von der endlichen Größe 
das Hauptziel die Ausziehung der Wurzeln der Formeln 
ist, so ist es in der Wissenschaft vom Unendlichen die Auf- 
findung der Summen der Reihen, die, wenn sie aus Glie- 
dern bestehen, die kontinuierlich oder elementar wachsen, nichts 
anderes sind als Quadraturen oder Inhalte von Figuren. Und 
in ähnlicher Weise wie einige Wurzeln rein sind, wenn ihre 
Werte nur aus bekannten Größen erhalten werden, andere 
affiziert, wenn ihre eigenen Potenzen in dem Wert vor- 
kommen, so sind auch die zu summierenden Größen entweder 
rein und durchaus bekannt, oder sie enthalten wieder die ge- 
suchte Summe, z. B. wenn 

dy = yxdx : [ax + yy) 

ist, wo die gesuchte Summe y in dem Wert des zu summierenden 
dy vorkommt. Und in beiden Fällen gehört eine besondere Kunst 
dazu (die, wie allgemein bekannt, noch nicht ausgebildet ist], 
um die affizierten Ausdrflcke auf reine zurückzuführen. In der 
Infinitesimalrechnung bedeutet das, Differentialgleichungen 
beliebiger Ordnung (erster Ordnung, zweiter Ordnung usw.) 
auf Quadraturen zurflckzuführen, also unter Voraus- 
setzung der Quadraturen aus einer gegebenen Tangenten- oder 
Osculationseigenschaft beliebiger Ordnung die Linie zu 
finden. Bei den Quadraturen selbst aber ist es wieder eine 
Sache von großer Bedeutung, was wir hier behandeln, nämlich 
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die verwickeiteren auf einfachere zurückzuführen. Dies ist die 
Analysis der Quadraturen, in der ich seit vielen Jahren einige 
Fortschritte gemacht habe. Als ich nämlich kaum meine arith- 
metische Quadratur gefunden hatte, durch Reduktion der Kreis- 
ausmessung auf eine rationale Quadratur, und herausgekommen 
war, daß 

i dx: (1 + xx) 

von der Quadratur des Kreises abhängt, bemerkte ich bald, 
daß alle Quadraturen, die auf die Summation einer rationalen 
Formel reduziert sind, eben deshalb schließlich auf gewisse 
ganz einfache Grundsummationeh zurückgeführt werden können. 
In welcher Weise dies zu geschehen hat, werden wir durch 
eine neue Art Auflösung zeigen, und zwar dadurch, daß ein 
Multiplikationsprodukt in ein additiv zusammenge- 
setztes Ganzes verwandelt wird, d. b. durch Umfor- 
mung eines Bruches, dessen Nenner durch fortgesetzte Ver- 
mehrung seiner Wurzeln beliebig erhöht ist, in ein Aggregat 
von Brüchen, die nur einfache Nenner haben. Von einer 
rationalen Größe oder Formel aber spreche ich hier, wenn 
die unbestimmte Größe, wie an dieser Stelle o;, ungebunden 
auftritt; denn ob die Konstanten rational oder irrational sind, 
wird nicht beachtet. 

Es sei ii'gend eine endliche rationale Formel 

a + ßx + yx^ + 8x^ + ... 

K + f.lX-{- ^X^ + TtX^ + • • • 

gegeben. Man kann dann, behaupte ich, zeigen, daß sie nach 
Abzug der rein ganzen Bestandteile gleich einem Aggregat von 
Brüchen ist, deren Zähler konstant, d. h. frei von x^ während 
der Nenner einfach ist, so daß jeder dieser Brüche die 
Form ailx-^-b) hat. Wie das geschehen kann, zeige ich auf 
folgende Weise. Zunächst setze ich aus der Algebra voraus, 
daß die einfachen Teiler jeder ganzen rationalen Formel irgend- 
wie bekannt sind; sie sind nämlich dieselben wie die Wurzeln 
der Gleichung, die entstehen würde, wenn man die Formel als 
Gleichung betrachtete. So hat z. B. die Formel 

XX — (a + b)x + cih 

die Divisoren x — a und x — 6, und dieselbe Formel hätte, 
wenn sie eine Gleichung, d. h. gleich Null wäre, eben diese Größen 
gleich Null gesetzt als Wurzeln, so daß x den Wert a oder b 
hätte. Man erhält daher uQter Voraussetzung der algebraischen 
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Auflösung der Gleichnogen die Teile der Formeln, und unsere 
vorliegende infinitesimale Analysis setzt als die höhere die 
algebraische Analysis als die niedere voraus. Wir wollen jetzt 
die vorgelegte Formel des Nenners, nämlich 

nx^ + ^35* + f/x + Z, 

oder eine andere höhere, nötigenfalls durch tz dividieren 
und zu 

7t 7t 71 

machen. Ihre Teiler wollen wir gleich x-^h^ x + c, x -]-• d 
usw. setzen und sie zur Abkürzung mit /, m, n usw. bezeichnen. 
Pann läßt sich der vorgelegte Bruch 

7t 7t 7t 7t . 



7t 7t 7t 



in die folgenden zerlegen: 

" • ^-i_^^' ^ -j- ^^* * 7t öx^ : 7t 
Imn Imn Imn Imn 

Ich behaupte nun, daß jeder von diesen sich auf einen solchen 

zurückführen läßt, wie es der erste -r^ — ist. Wir wollen da- 

Imn 

her zunächst diesen auflösen und dann zeigen, wie die übrigen 

auf ihn reduziert werden. 

Unter Vernachlässigung des konstanten Zähler», der bei 

Summationen garnicht stört, schreiten wir nun zur Auflösung 

der Brüche 

Zm' Imn* Imnp 
x)der allgemeiner des Bruches 



Imnpq . . . 

wobei, wie gesagt, l = x-\-bj m = x + c, n = x-\- d, 
p = X -j-ßy qzsi X'\' f gesetzt ist und so fort Dies fest- 
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gesetzt, habe ich gefunden, was jeder jetzt durch den Versuch 
leicht beweisen kann, daß 

1 1.1 



Im [o — b)l [b — G)m\ 
1 1 . 



Imn [c — b){d — b)l^ (b — c){d — c)m ^ [b — d)[c — d)n' 
i . 1 . 1 . 1 



Imnp (c - 6) (d- &)(c - &)l (6 - v)(d ^ c){e — c) m . (h-d){c — d){e — d)n{p — «J(c-«) {d — e)p 

ist und so fort. Aus dem Anblick geht der gleichförmige 
und regelmäßige Fortgang ins Unendliche klar hervor. Damit 
aber, wer es will, die Richtigkeit durch den Versuch leicht 
beweisen kann^»), brauchen wir es nur z. B. im ersten Falle 
vorzumachen: 

11 bm — cm + c^ — ^^ 

[c — b)l [b — c)m (2bo — bb — cc)lm 

Setzt man nun für Z, m im Zähler die Werte a; + ^7 x + c 

ein, so wird 

bm — cm'{-cl — bl = bx-{'bc — ex — cc-^-cx-^cb — bx — bb 

oder (da die Glieder mit der Unbestimmten x sich aufheben) 

gleich 

2bc — bb -~ CG, 
Also wird 



bm^om + ol — bl 2bc — bb — cc 


1 


[2bc — bb — cc)lm (2Z>c — bb — cc)lm 


Im 


wie behauptet wurde. 

Jetzt werden wir alle Brüche 





x^ 



Imn.,} Imn . . ,^ Imn,,} 

deren Zähler nicht konstant ist, auf Brüche mit einem kon- 
stanten Zähler, wie 



Imn , . . 
zurückführen. Ich habe nun wieder gefunden was folgt: 



AnalysiB des ÜBendlichen. 47 

Allgemeine Regeln, um Brüche mit unbestimmtem 

Zähler, die nicht unbestimmte Ganze enthalten, in 

Brüche mit konstantem Zähler aufzulösen'^). 



X 1 


b 




l.. .. 


l..' 




X* 1 


b + e bb 
m.. ^ Im..' 




Im.. 




X* 1 


J+c + d W + cc + ftc i' 




Imn.. 


n.. mn.. Imn..' 




** _ 1 h + e + i + t , ib + ec + dd + hc+hd + ed b' + O + bbc + hcc 


b* 



Imnp.. .. p.. np .• mnp,, Imup., 

Die Punkte . . deuten die zu ergänzenden Buchstaben an, so 
daß, wenn nötig, diese für jene gesetzt werden können. Wenn 

X X 

z. B. statt z — gegeben wäre - — , so würde an Stelle von 
l, . Imn 



hervorgehen 



Formelreihen, die die Regeln angeben, um Brüche 
mit unbestimmtem Zähler, die unbestimmte Ganze 
enthalten, in ihre Ganzen und in Brüche mit kon- 
stantem Zähler aufzulösen'!). 

x^ . bb 



X 


1 


b 


l.. 


.. 


l.. 


X 


1 


b 


Imn 


mn 


Imn 



= x ^-f 



b-\-c bb + 66 + ^6 b^ 



Im l m Im 

X* _ __ 6 + c + d 66 + cc + dd + fec + 6d + cd _ b^-i- e* + bbc + bcc _M_ 
lmn~^ l n mn Imn' 

USW. 

~ =:z XX — bx + bb =-, 

X* 6 + c , bh^cc + be b^ + c»+ bbc -^bcc , 6« „^_ 
_ = aja:--j-a;+ ^ + ^--, USW. 
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Der Fortgang jeder Reihe und der Reihen selbst ins Un- 
endliche geht aus dem Anblick, besonders der Kolonnen, klar 
hervor. In jedem Gliede ist der konstante Zähler die voll- 
ständige Formel des betreffenden Grades, aus den ihr zukom- 
menden Buchstaben gebildet, so einfach, daß sie durch keine 
Koeffizienten verändert wird. So ist 

bb + CG + dd •+• bc -^ bd + ed 
die vollständige Formel zweiten Grades gebildet aus den Buch- 
staben bj Cj d ohne Koeffizienten, also bestehend aus dem 
Aggregat der Quadrate und Rechtecke. 

Wenn man nun l, m^ w, p usw. fortnehmen und wieder 
die Werte ic-|-6, aj + c, x-\- d^ x-}- e usw. für sie einsetzen 
will, so werden die obigen Theoreme lauten, wie aus den 
nachstehenden Beispielen ersiehtlich ist: 

1 



X* -f- bx^ -f- bcx* 
c bd 
d be 
6 cd 


+ bcdx + bcde 
bce 
bde 
cde 


ee 
de 
ist identisch mit 




1 


1 



(c — b)(d — b)(e — b){x + &) ^ (ö — c){d — c){e — c)(x + c) 

+ ^ +_ l 

^ (6 — £Z)(c — d)(e ^d){x + d)^ [b-- e){c ^e)(d^ e)(x + ef 

^^^ (^ 

x* -}- bx^ + ^öfl5* -+- bcdx 4- bcde 
c bd bce 

d be bde 

e cd cde 

ce 
de 
ist identisch mit 

1 b-i-e + d bb-\-cc-hbc ^ 

x-\-e x^-\-dX'\-de x^-\-ex^-\'Cdx-\'Cde x'^-\-b^-\'bGX^-\-bcdx-\-bcde' 
e d ce e bd bce 

e de d. be bde 

e cd cde 
ee 
de 
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Es wäre der Mühe wert, jeden Bruch dieses Ausdrucks, 
wie ihn das zweite Beispiel liefert, wieder in einen aus ein- 
fachen Brüchen zusammengesetzten Ausdruck aufzulösen, nach 
Art des Ausdrucks, den das erste Beispiel liefert, und auf 
diese Weise eine neue Reihe von Theoremen zu geben, um 
die Werte der Brüche 



Imnp . . ' Imnp . . ' Imnp . 



usw. 



ebenso wie :; , durch ein aus einfachen Brüchen zu- 

Imnp . . 

sammengesetzes Aggregat darzustellen, wenn dieser Platz es 
erlaubte. 

Hieraus geht also klar hervor, daß sich jeder rationale 
Bruch auf einfache rationale Brüche mit konstantem Zähler 
zurückführen läßt, ich meine rational in bezug auf die Un- 
bestimmte X, die ungebunden auftreten muß. Wäre daher ein 
Bruch zur Auflösung gegeben wie 

{2xx + xV2 + y 5) :{xx + 2x + V3) 

oder käme bei der Auflösung ein einfacher Bruch vor wie der 
Bruch 

y2:{x+V3), ^ 

so gilt er in dieser Art von Analysis als rational, weil eine 
Irrationalität, die keine Unbestimmten enthält, diese Analysis 
der Summationen nicht stört. Insofern ist hier die Zurück- 
ffthrung der irrationalen auf rationale Ausdrücke bequemer als 
in dem diophantischen Kalkül der figurierten Zahlen. Es 
gilt daher, mögen auch die Wurzeln irrational sein, wenn sie 
nur reell und nicht imaginär sind, folgendes: Bei der Summie- 
rung rationaler numerischer Reihen, die von bestimmtem Grade 
sind, oder wo die Unbestimmte in keinen Exponenten eingeht, 
läßt sich die Sache immer auf eine Summe von Zahlen einer 
harmonischen Progression oder von Potenzen derselben zurück- 
führen oder, wenn sie sich aufheben, auf eine konstante Größe, 
d. h. die absolute Summe, oder wenigstens auf eine Reihe von 
Ganzen, die bei Rationalen vom dritten Grade für einen end- 
lichen Teil der Reihe immer summiert werden kann. Bei der 
Summierung rationaler Ordinatenreihen dagegen, d. h. bei den 
Quadraturen rationaler algebraischer Figuren, reduziert sich, 
wenn die Wurzeln reell sind, immer alles auf die Quadratur 

Ostwalds El&ssiker. 162. 4 
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der Hyperbel. Man kommt also (am das zuerst zn entwickeln) 
bei der Summierung numeriseher Reihen darauf zurück, alle 

— oder alle — oder alle — , usw. zu summieren , wobei y = 

y yy 2/' _ 

x-\' e gesetzt ist, a; -+- 2 oder x-\'V^ oder anders, wie man 
will. Wenn nämlich x gleich 1 oder 2 oder 3 usw. ist und e 

die Eonstante 2, so wird die Reihe der Zahlen — : — oder 

— lauten 

y 



1 H- 2 ' 2 + 2 ' 3 -f 2 ' 4 + 2 



usw. 



Wenn aber x gleich 1 oder 3 oder 5 oder 7 usw. ist und e 

1 

y 



die Konstante y3, dann wird die Reihe aller — lauten 



1 

usw. 



l + }/3' 3-t-K3' 5 + /3' 7 + /3 
D. h. wenn x oder y eine arithmetische Progression bilden, sei 
es die natürliche oder irgend eine andere, dann werden die — 

y 

eine harmonische Progression bilden. Es wird daher / — bei 
den Zahlen die Summe einer harmonischen Reihe sein und 



rdy Cdy 



usw. die Potenzsummen der Glieder einer harmo- 

yy ^ y" 

nischen Progression. Hierauf kommt also die Sache zurück, 
wenn von bestimmtem Grad rationale numerische Reihen, end- 
liche oder, falls es geschehen kann, unendliche, summiert 
werden sollen, und die Formel des Bruches nur reelle Wurzeln 
hat. Und obgleich die harmonische Reihe mit einer unend- 
lichen Gliederzahl auch der Größe nach unendlich ist und 
daher nicht summiert werden kann (was bei den Reihen von 
Potenzen harmonischer Glieder anders ist), so kann die Diffe- 
renz zwischen zwei Reihen harmonischer Progression, mögen 
sie auch unendlich sein, doch eine endliche Größe bilden. 
Für besonders bemerkenswert halte ich folgendes. Wenn man 
die absolute Summierung hat, unabhängig von der Summation 
harmonischer Glieder und ihrer Potenzen, so heben sich bei 
dieser unserer Analysis die harmonischen und andern weniger 
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leicht zu behandelnden Reihen anf, und es zeigt sich ganz von 
selbst die Sonune. Z. B. ist 

T + T + 15 + 24 + 35^^^- 
oder 

P dx 
Jxx — 1 ' 

wobei man x gleich 2 oder 3 oder 4 nsw. zn setzen hat, eine 
Beihe, die ganz bis ins Unendliche genommen summiert werden 
kann, und dx ist hier 1. Im Numerischen sind nämlich die 

Differenzen angebbare Größen. wird nun nach unserer 

XX — 1 

Regel (wegen des Wertes von - — , da hier l = x-^ 1 und 

m = X — 1, also b = 1 und c = — 1 ist) 

1 1 



— 2(a;+l)^2(aj — 1) 

Ai^ L_\ 

2b — l x + ir 

^1 r dx 1/1^1,1^1,1 \ 



oder 



und es ist 



1 r dx 

2Jx + l~ 


4(- 




«• 


— 


1 


1 

" 4 


1 

"W 


Folglich wird sein 
















r dx 

Jxx -— 1 


=11 


fi 
11 


+ 


1 

2 


• ♦ 


-)- 


3 
4 



usw. 



Schließlich wird also sein 

3 1,1,1,1,1 
T = T + T+15 + 24-^-35 '''^- 

Diese Summierung habe ich, wie ich mich erinnere, schon 
früher mit meiner arithmetischen Quadratur herausgegeben. 
Auf ähnlichem Wege werden die übrigen Summierungen ratio- 
naler Reihen, die von bestimmtem Grade und reell auflösbar 
sind, gefunden oder auf harmonische und ihre Potenzen zu- 

4* 
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rückgeführt. Über die imaginäre Auf lösang, die ebenfalls nütz- 
lich ist, werden wir bald sprechen, nnd das kann dann gleich 
auch für die rationalen Reihen bestimmten Grades dienen. 

Es seien nunmehr die x oder y nicht diskrete Glieder, 
sondern kontinuierlich, d. h. nicht Zahlen, die um ein angeb- 
bares Intervall verschieden sind, sondern geradlinige Abszissen, 
die kontinuierlich oder elementar, d. h. in unangebbaren Inter- 
vallen wachsen, so daß die Reihe ihrer Endpunkte eine Figur 
bildet. Dann ergibt sich in derselben Weise, daß alle Summen 
rationaler Brüche konstanten Grades, d. h. alle Quadraturen 
rationaler algebraischer Figuren, wenn man die Wurzeln der 
den Nenner bildenden Formel als reell voraussetzt, entweder 
absolut gefunden oder auf die Quadratur der Hyperbel zurück- 
geführt werden können. Man kommt nämlich, abgesehen von 
den zu summierenden Ganzen, wie \ä,x^ \xdx^ jxxdx usw. auf 
einfache Quadraturen zurück, wie^^j 

fdy fdy fdy 
J y ' Jy*' J y 
wo y = x + 6 gesetzt ist. Bei den Quadraturen sind aber 



usw., 



fdy fdy 



immer bekannt. Es bleibt also nur /— übrig, d. h. die 



usw. 

Quadratur der Hyperbel. Aber viel zu fest hält an ihrer 
schönen Mannigfaltigkeit die Natur, die Mutter ewiger Mannig- 
faltigkeit, oder besser, der göttliche Geist, als daß er gestattete, 
alles unter eine Gattung zusammenzufügen. Und so findet er 
einen feinen und wunderbaren Ausweg in jenem Wunder der 
Analysis, einer Mißgeburt der Ideenwelt, einem Doppelwesen 
fast zwischen Sein und Nichtsein, was wir eine imaginäre 
Wurzel nennen. So oft daher der Nenner des rationalen 
Bruches imaginäre Wurzeln hat, was auf unendlich viele Wei- 
sen eintritt, würde auch die Hyperbel, deren Quadratur man 
braucht, imaginär werden und ließe sich auf keine Weise kon- 
struieren. 

Alle imaginären Wurzeln haben aber ihre Gefährten; denn 
sie entstehan durch Ausziehen der Quadratwurzel aus einer 
negativen Größe, und jede quadratische Wurzelziehung ist eine* 
doppelte, da ihrem Symbol V . . . + oder — vorgesetzt wer- 
den kann. Es entsteht daher, wenn man imaginäre Wurzeln 
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in passender Weise miteinander mnltipliziert, ein reelles Pro- 
dukt. Entweder ist dieses der Nenner selbst^ und in diesem 
Falle läßt sich hier (wenn der Brach anf einen konstanten 
Zähler zurückgeführt und, wenn man will, das zweite Glied 
in der Formel beseitigt wird) die vorgelegte Quadratur auf 
keine einfachere zurückführen. Oder das Produkt ist ein re- 
eller Teiler des Nenners, und mit seiner Hilfe hängt die vor- 
gelegte Quadratur von einer andern einfacheren ab, wie es 
die Quadratur des Kreises ist. Es handle sich z. B. um den 

Bruch — s • Offenbar sind die Wurzeln des Nenners 

X* — 1 



x+1, x—lj x + V—l, x—V—l, 

Sie geben miteinander multipliziert x* — 1. Nach der Regel 

wird nun -^ gleich 

X*— 1 



+ 
+ 



(- 1 ^ 1)(V- 1 - 1)(- V- 1 - l)(x+ 1) 
1 

(1 + i)(y=^+ i)(-y^=T+ i){x - 1) 

1 



(1 -V- 1)(- 1 -K- i)(-y- 1 -}/- i){x +v^^) 

+ (1 +>/zri)(_ 1 _|_yirT)(V3ri +|/z:i)(a;-y3T) 
1.1,1 1 



4:{x+l) 4(a;-l) 4,y:^i(x+V^l) 4V-l(a;~|/-l) 
Hier hängen 

J X-\' 1 J X — 1 

von der Quadratur der Hyperbel ab. Dagegen lassen sich 

f Ji und r _^- 

JxV^l — 1 JxV—1 + 1 

nur auf eine imaginäre Hyperbel zurückführen. Verbindet man 
so viele imaginäre Wurzeln unter sich, als zur Gewinnung eines 
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reellen Ausdinieks nötig ist, faßt man also hier die beiden 
letzten Brüche^ nämlich 

1 A 1 

und 



4ajVCrT-_4 4a;y— 1 + 4 

in einen zusammen, so ergibt sich 

4:{XV'^^^+ 1) — AJXV^^-^ 1) 

4(a;/^^— lj4(a;V^^^+l) ' 
^•^- 1 

Wollten wir ebenso 

und 



4(aj+l) 4t{x—l) 

in eins zusammenfassen, so würde daraus entstehen 

1 









2 (XX- 


-1) 




FaJßt m 


an 


1 

2 (a; be- 


-1) ^°' 


~2 


1 




{XX +1) 


in eins 


zusammen, so 


kommt wieder 






also 


gleich 


1 






welches 


X* — 


1' 








1 


1 




1 



4(x— 1) ^{x + 1) 2(a;aj+l) 
ist. Daraus geht hervor, daß 

dx , , P dx 



r dx ^ r. r dx 

1— oder auch 1- . 

Jx* — 1 t/l — Ä* 



von der Quadratur der Hyperbel und zugleich der des Kreises 
abhängt. Daß nämlich 

r dx :, C d^ , ^ C ^^ 

I und 1 — —-7 , also auch 1 - 

Jx — 1 «/a;+l Jxx — 1 

von^der Quadratur der Hyperbel abhängen, war längst be- 
kannt. Daß aber 

Jr dx 
XX -^1 
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von der Quadratur des Kreises abhängt ^ ist znerst von mir 
mit meiner arithmetrisclien Quadratur gefunden worden, und 
daraus habe ich ein Theorem abgeleitet, das ich am Anfang 
der Acta Lipsiensia veröffentlichte, daß nämlich, wenn das 
Quadrat des Durchmessers 1 ist, die Kreisfläche 

1 1.1 1 
y-y + y-y usw. 

wird. Es folgt hieraus, daß die Quadi-atur aller rationalen 
algebraischen Figuren, wo in dem Ausdruck der Ordinate der 
Nenner reelle Teiler ersten Grades, wie x + e hat, auf die 
Quadratur der Hyperbel zurückgeführt werden kann. Wenn 
er jedoch reelle ebene Teiler, d. h. solche vom zweiten Grade, 
besitzt, wie xx -{' fx -\- ag oder (nach Beseitigung des zweiten 
Gliedes) xx =b ae (die selbst keine reellen Wurzeln haben, weil 
sie sonst auf die erledigten Quadraturen führen), so hängt die 
Quadratur ab von der Quadratur der Hyperbel oder des Kreises 
oder beider. 

Wir kommen in diesem Zusammenhang auf eine Frage von 
größter Wichtigkeit, ob nämlich alle rationalen Quadraturen 
auf die Quadratur der Hyperbel und des Kreises zurückgefühii; 
werden können. Sie geht hier in unserer Analysis darauf 
zurück, ob jede reelle algebraische Gleichung oder Formel, die 
in bezug auf die Unbestimmte rational und ganz ist, sich in 
reelle einfache oder ebene Teiler auflösen läßt. Ich habe aber 
gefunden, daß der, der dies behauptete, die Fülle der Natur 
enger einschränken würde, als es berechtigt ist. Es sei 

l\[xx'\- aaV — 1) mit 1 : (xx — aaV — 1) 

zu multiplizieren. Dann ergibt sich 

1 : (a;* 4- «*) . 
Der Nenner ist hier gewiß eine reelle Formel. Löst man aber 
diese Formel auf, so gelangt man nicht zu reellen ebenen 
Teilern. Denn xx — aaV — 1 kann aufgelöst werden in 

x + aVV^ und x — aW^^ 
und XX + aa}/ — 1 in 

x + al/ — V^^ und x — aV^^^^V^^. 
Es ergibt sich daher die Formel x* + a*, indem man 



r^+aVV—l, x—aVV—1, x+aV—V-'l, x — a>^V~l 
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miteinander multipliziert. Aber welche Kombination zweier 
von diesen vier Wnrzeln wir anch vornehmen mögen, niemals 
werden wir erreichen, daß zwei miteinander multipliziert eine 
reelle Größe geben oder einen reellen ebenen Teiler ^3). Es 
läßt sich daher 

idx: {x*+a) 

durch unsere Analysis hier weder auf die Quadratur der Kreise 
noch auf die der Hyperbel zurückführen, sondern begründet 
eine neue von besonderer Art. Und ich würde wünschen 
(was ich anderwärts schon angedeutet zu haben mich erinnere), 
daß, wie idx:(x-{-a) oder die Quadratur der Hyperbel be- 
kanntlich die Logarithmen liefert, oder die Teilung des Ver- 
hältnisses, und idx: {xx-i- aa) die Teilung des Winkels, so 
weiter die Reihe fortgesetzt werden könnte, und daß es be- 
kannt wäre, welchem Problem idx:(x*-+- a*), jdx:{x^'^a^) 
usw. entspricht. Übrigens hängt, um das' beiläufig hinzuzufügen, 

ix^''dx:{x'^±:a^^), 
also z. B. 

ixdx : (»* d= a*), ix'dx : {x^ ± a^'), ix^dx : (x^ ± a«) 

und so fort von der Quadratur des Kreises ab, wenn =b die 
Bedeutung -]- hat, und von der Quadratur der Hyperbel, wenn 
es die Bedeutung — hat. Ein in der Differentialrechnung Er- 
fahrener erkennt das leicht. Es ließe sich aber auch aus der 
vorliegenden Analysis ableiten. 

Eins vor allem bleibt jetzt noch zu fragen übrig, ob über- 
haupt und auf welche Weise Figuren mit irrationalen Ordinaten 
auf andere, rationale Figuren, die mit ihnen homometrisch sind 
(so daß bei gegebener Quadratur der einen die Quadratur der 
andern absolut oder rational gegeben ist), zurückgeführt und 
unserer Analysis hier unterworfen werden können. Ich habe 
in dieser Hinsicht viele Versuche gemacht und nicht ohne Erfolg, 
möchte aber doch noch nicht wagen, etwas genügend Allgemeines 
oder Hervorragendes zu versprechen. Ich habe auch, um die 
Wahrheit zu gestehen, nicht Zeit gehabt, den Gegenstand, wie 
er es verdient, zu behandeln. Deshalb hatte ich die Heraus- 
gabe der Methode verschoben, bis in der Zurückführung der 
Summierung von Irrationalen auf die Summierung von Rationalen 
größere Fortschritte möglich wären, und ich bewahrte diese ganze 
Lehre für mein Werk von der Wissenschaft des Unendlichen 
auf. Da ich aber sah, daß durch dieses Zögern der Fortschritt 
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der Knnst hinan^eschoben würde, und kh «vcli nofh nicht 
genug über meine Zeit Terfilgen konnte, habe ich es TOigeiogen, 
dem öffentiiehen Kntzen zn dienen, anf die Ho&nng mich 
stfltzend, daß es Lente geben wird, die den Samen der nenen 
Lehre weiter ausstreuen und reichlichere Frfichte ernten werden, 
besonders wenn man sich eifriger, als es bis jetzt geschehen ist 
auf die Erwöterung der diophantischen Algebra legt, die Ton 
den Schfilem Descaries* fast yemachlässigt wurde, weil sie 
ihren Nutzen in der Geometrie zu wenig erkannt hatten. Ich 
erinnere mich aber, schon mehr als einmal angedeutet zu haben 
(was wunderbar erscheinen konnte}, daß der Fortschritt unserer 
auf die Quadraturen bezfiglichen Infinitesimalanalysis zum großen 
Teil Yon dem weiteren Wachstum derjenigen Arithmetik ab- 
hängt, die zuerst, soweit uns bekannt ist, mit zielbewußter 
Bemflhung Diqphant behandelt hat und ich hoffe, daß das, 
was wir hier bieten, den Glauben zum Schauen bringen und 
als wirissamere Ermunterung zu weiterer Bearbeitung dioien 
wird. 



^^^^^M^^^^^ 



VII. Fortsetzung der Analysis rationaler Quadraturen. 

(Acta Eruditomm, 1703.) 



Die snmmatorische Analysis der Rationalen, sei es bei Zahlen, 
sei es bei Quadraturen, hat, wie ich sehe, den Kennern außer- 
ordentlich gefallen. Denn es wird (um jetzt von den Summen 
von Zahlen zu schweigen) die transzendente Analysis der Linien, 
wo immer diese Methode Anwendung findet, zu ihrer Vollendung 
gebracht, weil alsdann immer für die Differentialgleichungen 
Exponentialgleichungen eingesetzt werden können. Man muß 
nämlich wissen, was ich längst bemerkt habe, daß der Aus- 
druck einer Linie durch eine Differentialgleichung den Nach- 
teil hat, daß sie nicht als Ortsgleichung dienen kann und sich 
eigentlich nicht auf einen Punkt bezieht. Daher kommt es, 
daß sich durch sie nicht der Schnitt der Kurve mit einer 
andern Linie erhalten oder eine Unbekannte beseitigen läßt, 
und erst dann kann in solchen Fällen die Differentialgleichung 
etwas nützen, wenn es feststeht, daß die beiden Linien sich 
nicht nur treffen, sondern auch berühren. Die transzendente 
Exponentialgleichung der Kurve gestattet dagegen in voll- 
kommener Weise alle analytischen Anwendungen, und man 
kann mit ihrer Hilfe nicht nur die Schnittpunkte bestimmen, 
sondern auch die Unbekannten beseitigen, und zugleich kommt 
dabei zum Vorschein, welches Problem sich von einem trans- 
zendenten auf ein gewöhnliches herabdrücken läßt ; das geschieht 
nämlich, so oft die unbestimmten Größen aus dem Exponenten 
herausgehen oder gänzlich verschwinden. Wenn sich z. B. ergibt 
l^xx+yy _ ^aa^ 

SO wird 

XX -\~ yy = aa (log c : log b). 

Das ist die Gleichung eines Kreises, und wenn das Verhältnis 
der Logarithmen von b und von c anders woher gegeben ist, 
so wird der Kreis in gewöhnlicher Weise konstruiert sein; 
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wenn nicht, so ist wenigstens erreicht, was erreicht werden 
sollte. Es ist nämlich zu bemerken, daß, so oft die Schwierig- 
keit nur in den Konstanten liegt, insofern als sie nicht algebraisch 
ausgedrückt werden können, der Grad nicht mehr unbestimmt 
und daher das Problem nicht mehr transzendent ist. Mag z. B. 

e 

auch V2 keine gewöhnliche Größe sein, wie wenn e die 
Irrationalzahl V2 ist, so wird sie doch von mir nicht trans- 
zendent genannt werden, sondern interszendent ; denn sie fällt 
zwischen die gebräuchlichen Grade. 

Aber dies sei beiläufig gesagt, damit man die Vortreflflichkeit 
dieser Analysis besser einsieht. Einen beliebigen in bezug auf 
die Unbestimmte rationalen Bruch kann man sich auf folgende 
Form gebracht denken, wobei t eine ganze rationale Zahl sein 
soll: 

^ \ ß I y 4 I <^ 3 t 

\-—X-\'—X^ H 33* + USW. 

7t 7t 7t 7t 



7t 7t 7t 

Hiervon ziehe man zuerst die reinen Ganzen x°, x*, a;', usw. 
ab, soviel es geschehen kann. Man dividiert zu diesem Zweck 
den Zähler durch den Nenner, falls dieser nämlich nicht von 
höherem Grade als jener ist. Dadurch erhält man sowohl den 
ganzen Quotienten als auch den gebrochenen Rest, wo der 
Nenner höher ist als der Zähler. Dieser Rest ist dann weiter 
zu behandeln, wie gleich gesagt werden wird. Nehmen wir 
jetzt an, daß der Nenner eine Formel ist, die keine gleichen 
Wurzeln hat. Ich behaupte, daß sich alsdann der Bruch in 
so viele Brüche zerlegen läßt, als es Wurzeln gibt, und jeder 
dieser Bi-üche von der Form 



x + B 

ist, so daß A und B konstante Größen sind. Ist daher eine 
Figur gegeben, deren Ordinate, wenn die Abszisse x ist, gleich 
dem genannten Bruch wird, so erhält man die Quadratur der 
Figur durch wirkliche Logarithmen, falls die Wurzeln des 
Nenners reell sind, oder durch hinzutretende imaginäre Loga- 
rithmen, falls gewisse Wurzeln imaginär sind. Die wahren 
Logarithmen fallen aber mit der Quadratur der Hyperbel zu- 
sammen, die imaginären Logarithmen ersten Grades fallen mit 
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der Quadratur des Kreises zasammen. Weil es jedoch imaginäre 
Logarithmen unendlich vieler höherer Qrade gibt, wie wir in der 
Abhandlung vom vorigen Mai durch Angabe eines Beispiels ge- 
zeigt haben 33); so gibt es also auch ebenso viele Grade der 
Quadraturen, die von der Quadratur des Kreises und der 
der Hyperbel unabhängig sind, und es ist auf diese Weise 
eine große Frage erledigt, die bis jetzt in der transzendenten 
Analysis viel zu schaffen gemacht hat. 

Wir wollen annehmen die Wurzeln des Nenners seien 

x-^bj aJ + c, x-^-dj x + e, x + f usw., 

so viele als in i Einzelheiten sind. Wir werden diese Wurzeln 
zur Abkürzung mit 

Z, w, n, Pj q usw. 

bezeichnen. Dann wird offenbar 

1 

ai + ia;^-i + ^ a^-^ + A x'"» + usw. 

7C 7t 7t 

dasselbe sein wie 



Imnpq . . 

Ich habe aber eine allgemeine, ziemlich schön fortschreitende 
Regel gefunden, nach der l:lmnp dasselbe ist wie die 
folgende Summe 

(c — b)(d — &)(e — J) / ^(6 — ö)((Z — c)(e — c) m 

^ (b -^ d){c-- d)(e -- d)n^ {b - 6){c — e){d — 6)p ' 

ebenso ist es bei den höheren; denn das allgemeine Gesetz 
ist für den Aufmerksamen klar. Auf diese Weise läßt sich 
allgemein ein Bruch mit einem zusammengesetzten Nenner in 
Brüche mit einfachem Nenner zerlegen. 

Wäre nach der zu Anfang vorgenommenen Division im 
Zähler des Restbruchs die Unbestimmte geblieben, wäre z. B. 
der Rest die Formel 

S'-{~QX~\-vx* + q)x^ 
Imnp ' 
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so zerlege man ihn in so viele Teile, als Glieder im Zähler 
sind. Diese Teile werden sein 



Imnp ^ Imnp ' Imnp ' Imnp 

Um hier die Zähler von der Unbestimmten zu befreien, finden 
wir (nach Fortlassung der Konstanten ^, v, qp) 

X _ 1 b 

Imnp mnp Imnp ' 



r« 



^_1 b + c bb 

Imnp np mnp Imnp ' 

x^ 1 b-{'C-\-d bb-\-cc-^bc 



Imnp p np mnp Imnp 

Wir wollen hier noch ein Beispiel beifügen, damit das Gesetz 
klarer hervortritt: 

bb-hcc-^dd b^ + c^ 
X* __ 1 6-|-c-|-d-|-6 , bc + bd + cd bbc-i-bce b* 



Imnpq q pq npq mnpq Imnpq 

Es können verschiedene Ausdrücke herauskommen, je nachdem 
man die Reihenfolge der Buchstaben l, m, n, p usw. oder der 
konstanten Größen ft, c, d, e usw. in ihnen ändert. Wenn 
dann aber die von unbestimmten Zählern befreiten Brüche wie 

111 

, , usw. 

pq npq mnpq 

oder die andern dieser Art in der bereits angegebenen Weise 
wieder in Brüche aufgelöst werden, die einen einfachen Nenner 
haben, so werden jene verschiedenen Wege schließlich auf 
dasselbe führen, und es können so noch neue sehr schöne 
Theoreme begründet werden. 

Wir kommen auch auf folgende andere Weise zum Ziele: 
Es liege ein Bruch vor, der eine Potenz von x im Zähler und 
einen zusammengesetzten Nenner hat wie 



Imnp 

Wir lösen zuerst diesen Bruch in Brüche mit einfachen Nennern 
auf in der bereits angegebenen Weise. So kommen wir in diesem 
Falle auf vier Brüche zurück, nämlich 

x^ sr* x^ X* 

y m' 1^' ~p' 
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falls wir die konstanten Koeffizienten fortlassen. Wenn nun 
aber im Zähler x oder irgend eine Potenz davon steht, der 
Nenner aber einfach ist, so läßt sich die Sache auf reine 
Ganze und auf Bruche mit konstantem Zähler und zugleich 
einfachem Nenner zurückführen, und zwar in folgender Weise : 
X h 

X* b* 

l l 

Jetzt sind die Fälle zu ergänzen, die wir in der vorigen 
Abhandlung nicht berührt haben, wo nämlich gleiche Wurzeln 
den übrigen beigemischt sind; denn da passen die gegebenen 
Regeln nicht. Und es treten auch nicht mehr bloß Logarithmen 
und Quasilogarithmen auf, sondern es kommen noch die Qua- 
draturen hyperbelartiger Kurven hinein, wie es die Kurven 
sind, deren Ordinaten 

111 

-Tj-r.-T usw. 
a;* ' x^^ x* 

lauten. Diese hyperbelartigen Kurven lassen sich bekanntlich 

in gewöhnlicher Weise quadrieren. 

Um aber diese Quadraturen anderer Art aus sich heraus zu 

entwickeln, setzen wir ä = « + a , und es liege der Bruch 

1 

h'^lmnjp 

vor. Dieser kann nach der angegebenen Regel in so viele 

und solche wie 

1111 

hH' ¥^' ¥n' ¥p 

aufgelöst werden. Ich behaupte, daß sich jeder von diesen 
wiederum derart zerlegt, daß, wenn man o) = l — hj also lo 
gleich der Konstanten b — a setzt (es ist nämlich h =: X + a 
und l z= x + bj also l — h = b — a) , 

h*l ah* w*Ä»^w'fe» w*h^w*l 
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wird 3*). In derselben Weise erhält man auch 1 : Ä*m; man 
braucht nur m fOr Z zu setzen und für die Eonstante 
l — h ^= 0) = b — a die Eonstante m — h = c — a. Ebenso 
ist es bei den andern. 

Wie ist es nun, wenn verschiedene gleiche Wurzeln zu- 
gleich vorkommen? Es liege z. B. der Bruch 

1 



vor. 



h^Pmnp 
Er ist offenbar das Produkt aus 



1 



und 



mnp 



Ich behaupte, daß der erstere in Brüche aufgelöst werden 
kann, die nur aus einer Art gleicher Wurzeln bestehen. Mul- 
tiplizieren wir diese Brüche dann einzeln mit 1 :mnpj so er- 
halten wir ebensoviele neue Brüche, die dem folgenden ähn- 
lich sind: 

1 
h*lmnj) 

Sie aufzulösen, haben wir bereits gelehrt. Es bleibt also nur 
noch übrig, daß wir einen Bruch wie l.h^P auflösen. Ich 
behaupte, daß, wenn man b — a = co und a — b = \p setzt, 

1 3.6 10 



1 



1 



'h' 



10 



cj'^h 



wird 35). Es ist aber der Mühe wert, das allgemeine Theorem 
herzuschreiben, weil hier das Gesetz nicht so leicht wie in 
den früheren Fällen aus dem Anblick der Beispiele sich bilden 
läßt. Nimmt man an, daß t und v konstante ganze rationale 
Zahlen sind, so behaupte ich, daß 

__ ^(^^-i-l) _. . ._. 

+ usw. bis zu 



J^ 
hW 



"Ä« 



T 

1 



1.2 



,.,h' 



^;j;ü^--^hf^-^^j;^^^ 



wird. Wenn hier z. B. v gleich 1 wäre, als 1^=1^ so hätte 
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man nur das Glied —q^ zu behalten und die folgenden, in 

denen l sonst vorkäme, fortzulassen. Wenn nun drei oder 
mehr Arten gleicher Wurzeln zusammen da wären, so ist 
trotzdem aus der bereits angegebenen Methode klar, daß sie 
sich alle auf Brüche mit nur einem unbestimmten Buchstaben, 
die hier die einfachsten sind, zurückführen lassen. Liegt näm- 
lich 1 : h^l*m^ vor, so ist klar, daß er das Produkt aus 

TTTT und — r- 

ist. Nun löse man 1 :h^l^ in der vorgeschriebenen Weise in 
einfache Brüche auf. Jeder von ihnen werde mit 1 : m^ mul- 
tipliziert. Dadurch erhält man ebensoviele Brüche, die nur 
noch zwei Arten von Wurzeln haben werden. Daß diese sich 
aber in einfache Brüche auflösen, ist bereits gezeigt worden. 
Es werden also zwei Arten auf eine, drei auf zwei, vier auf 
drei und so fort zurückgeführt, was wir hier nicht weiter zu 
verfolgen brauchen. Hiernach ist klar, daß sich alles bewäl- 
tigen läßt, obwohl es zweckmäßig wäre, auch dies in Vor- 
schriften und Lehrsätze zu fassen. 

Schließlich hat Herr Johann Bemoulli^ ein Mathematiker, so 
geistreich wie nur einer, gezeigt, daß auch er schon seit einiger 
Zeit eine gewisse Analysis dieser Art benutzt, und daher ein 
Problem zur Aufnahme in diese Acta übersandt. Dieses wird 
hinter den folgenden Worten stehen. Dabei bin ich aber ge- 
zwungen, anderer Meinung zu sein, als er, weil er glaubt, daß 
sieh hier alles auf die Quadratur des Kreises und der Hyperbel 
zurückführen läßt (abgesehen von gewöhnlichen Quadraturen) ^^j. 
Es ist nämlich von mir in dem obengenannten, in die Acta 
vom Mai eingerückten Beispiel bewiesen worden, daß es eine 
unbegrenzte Keihe von Arten transzendenter rationaler Qua- 
draturen gibt, eine immer höher als die andere, unabhängig 
voneinander, und daß die Quadratur der Hyperbel und die des 
Kreises nur die ersten und einfachsten von jenen allen sind. 
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YIII. Ein merkfflrdiger Symbolismus des algebraisclieii 
und des Inflnitesimalkalkflls bei der Yergleichnng der 
Potenzen und der Differenzen und über das transzenden- 
tale Homogeneitatsgesetz. 



(Miscellanea Berolinensia.) 



Wie es leicht ist, von jeder beliebigen Größe eine Potenz 
zu finden, so können wir von jeder nach bestimmtem Gesetz 
variierenden Größe die Differenz oder das Element finden. 
Aber der Rückgang von der Potenz zur Wurzel durch die 
Ausziehung und der Rückgang von der Differenz zu dem 
Gliede durch die Summation steht nicht immer in unserer 
Macht. Und wie die Unmöglichkeit einer in rationalen Zahlen 
verlangten Wurzelausziehung die Irrationalzahlen hervorbringt^ 
so bringt die Unmöglichkeit einer in algebraischen Größen ver- 
langten Summation die transzendenten Größen hervor, deren 
Betrachtung wir schon längst in die Analysis eingeführt haben. 
Oft werden freilich rationale Größen nach Art einer Wurzel, 
d. h. irrational dargestellt, obwohl sie auf eine rationale Formel 
zurückgeführt werden können. Ebenso werden oft algebraische 
oder gewöhnliche Größen nach Art transzendenter dargestellt, 
obwohl es möglich ist, sie auf eine gewöhnliche Formel zu- 
rückzuführen. Es ist daher ein großer Unterschied zwischen 
Größen und Formeln. 

Es gibt aber eine geheimnisvollere Analogie zwischen Po- 
tenzen und Differenzen, die hier auseinanderzusetzen der Mühe 
wert sein wird. Zunächst werden wir die Potenzen eines Bi- 
noms (d. h. einer Summe zweier Nomina) mit den Differenzen 
eines Rechtecks (d. h. eines Produktes zweier Faktoren) ver- 
gleichen, und dann werden wir (da die Analogie fortlaufend 
ist) kurz das gemeinsame Gesetz sowohl einer Potenz eines 
beliebigen Multinoms als auch einer Differenz eines Produkte» 

Osttralds Klassiker. 10?. Ö 
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aus beliebig vielen Faktoren geben. Die Potenzen aber haben 
ebenso wie die Differenzen ihre Exponenten, die den Grad der 
Potenz oder Differenz anzeigen. Wir werden daher der deut- 
licheren Analogie wegen, wie dx^ d^x^ d^x, die erste, zweite, 
dritte Differenz bezeichnet, an dieser Stelle x, rr*, x^ durch 
pxj p'^x, p^x ausdrücken, d. h. erste, zweite, dritte Potenz 
von x. Und p^ix-^-y) wird die Potenz von x-^y zum Ex- 
ponenten 6 bezeichnen, wie d^[xy) die Differenz von xy eben- 
falls mit dem Exponenten e. 

Es liege nun ein Binom x-\-y vor. Seine erste Potenz, 
wenn man so sagen darf, oder, wenn man lieber will, der 
Grad, d. h. die, die den Exponenten 1 hat, ist die Größe 
oder Wurzel selbst, d. h. eben das Binom aJ + 2/j also 

p^[x-\-y) = x + y. 

Dagegen wird die zweite Potenz oder das Quadrat von x-{- y 

p*{x + y) = Ix* + 2xy + ly*, 

und der Kubus oder die dritte Potenz von x-\-y ist 

p^(x + «/) = Ix^ + Sx^y + Sxy* + ly^ 

und das Biquadrat oder die vierte Potenz 

P^{x + y) = la;*-|- 4,x^y + 6a;*^*-l- 4txy^ + 1«/'. 

Allgemein wird man finden, daß eine beliebige Potenz von 
x+y, d. h. p^{x + y) 

^ P , ^ e^K I ß(®—l) e-« « . e(e— l)(e — 2) ^, , 
\x^-\--x^ *2/ + -Y2 V+ 12 3 ^ 

e(e-^l)(e-2)(e-3) 
+ 1.2.3.4 ^ ^ ''^'^• 

ist. Hier verschwindet wegen der Subtraktion nach Einheiten 
wachsender Zahlen, wenn z. B. e = 3, d. h. e — 3 = ist, 
das Glied, in welchem e — 3 vorkommt, und alle darauf fol- 
genden. Es wird also, wenn e = 3 ist, 

oder gleich 

la;' + %x*y -j- 3ic^* -f- It/» 
= Ip^xp^y + Zp'^xp'^y -j- 3^* xp^y + Ip^xp^y . 

Dabei ist zu bemerken, daß a;^, y^ oder p^x, p^y öder eine 



^ 
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Potenz irgend einer andern Größe, deren Exponent ver- 
schwindet oder wird, in die Einheit übergeht. Setzen wir 
nämlich der Reihe nach 

die Größen einer geometrischen 1 1 1 1 ^ 
Progression J cc' * x^'' x ^ 1 

so werden die entsprechenden! 

Exponenten eine arithmetische > — 3, —2, — 1, 0, 1, 2, 3. 
Progression bilden ) 

Es ist also p^x = 1 und p-^a; = — oder gleich 1 : x 

1 ^ 

und i?~*a; = -j^ oder gleich 1 : a5*. Die allgemeine Formel 

X 

fttr die Potenz eines Binoms läßt sich daher in folgender 
Weise schreiben: 

, e(e— l){c— 2) , 3 .. , c(e— l)e— 2)e— 3) ,_, . , 

Wir wollen jetzt zu den Diflferentiationen übergehen und 
zeigen, daß dort dasselbe herauskommt, nur daß man für 
x-{' y zu setzen hat xy und für p zu setzen hat d. Zunächst 
ist nämlich 

d{xy) = ydx + xdy, ' 

wie wir ehemals gelehrt haben, als wir zum ersten Male vor 
vielen Jahren die Differentialrechnung veröffentlichten. Aus 
dieser einen Grundformel heraus läßt sich die ganze übrige 
Berechnung der Differenzen beweisen. Die Grundformel selbst 
aber wird so gezeigt: d[xy) ist die Differenz zwischen 
[x + do^ [y + dy) und x y^ d. h. zwischen dem nächsten 
Kechteck und dem vorgelegten. Es ist aber 

[x + dx) [y + dy) ^=^ xy + y dx '\- xdy + dxdy. 

Nimmt man hier xy fort, so eui'&iQ\ii ydx^ xdy -\- dxdy. 
Weil aber dx oder dy unvergleichlich kleiner als x oder y ist, 
80 wird auch dxdy unvergleichlich kleiner als xdy und ydx 
sein und daher fortgelassen. Es wird also schließlich 

(x + dx)[y + dy) -^xy = ydx + xdy. 

Nun ist X = d^x und y = d^y, weil da nämlich keine 

5* 
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Differenz vorliegt, und d^x = dx^ d^y = dy. Man kann 
daher schreiben 

d' [xy) = d^xd'^y + d^xdUj. 

Was übrigens die Verschiedenheiten in den Zeichen anbetiifft, 
wenn y bei wachsendem x abnimmt, oder wenn eine von den 
Differenzen, wie dx oder dy^ eine negative Größe wird, so ^etze 
Ich das jetzt nicht auseinander, da ich den Gegenstand all- 
gemein behandle und mir das Kecht vorbehalte, die Zeichen 
einer jeden in speziellen Fällen, wo es nötig ist, zu ändern. 
Gehen wir weiter zu den zweiten Differenzen: 

dd[xy) = d[ydx + xdy) = d{ydx) + d[xdy). 

Nach der vorigen Kechnung ist 

d(ydx) = yddx 4- dxdy; 

schreiben wir nämlich z für dx^ so wird ddx = dz und 

d{ydx) = d{yz) =^. ydz + zdy (nach der vorigen Rechnung) 
= yddx + dxdy. 

Mit gleichem Rechte wird 

d(xdy) = dxdy + xddy. 

Durch Zusammenfassung entsteht daher 

dd[aty) = yddx + 2dxdy + xddy, 

genau so wie x~\-y zum Quadrat xx + ^^y + yy gibt, oder 

es ist 

d^ [xy) = d^xd^y + 2d^xd'y + d^xd^y 

genau so wie 

p'^{x -{-y) = p'^xp^y + 2p^xp^y +p^xp^y. 

Diese Analogie zwischen Differentiation und Potenzierung bleibt 
fortlaufend erhalten, wenn man mit der Potenziei:ung (oder 
der Erhöhung der Potenz) und der Differentiation fortfährt. 
Wie nämlich bei einer neuen Potenzierung des Binoms das 
ganze Vorhergehende sowohl mit y als auch mit x multipliziert 
und im ersten Falle das p des y^ im zweiten das p des ic um 
eine Einheit vermehrt wird, so wird bei der Differentiation 
das ganze Vorhergehende sowohl nach y als auch nach x 
differenziert und im ersten Falle das d des y^ im zweiten aber 
das d des x um eine Einheit vermehrt. 
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Es entsteht z. B. durch Multiplikation von 






ebenso dnrch Differentiation von 






d 
d^xd 



Hieraus folgt weiter 

d^xy) = Id^xd^y + dt^xd^y + Sd^xd^y + Id^ xd^y 

oder in der gewöhnlichen Schreibweise gleich 

yd^x+ Sd^xdy + 3dxd^y -{-xd^y^ 

und allgemein, wenn wir, wie knrz vorher beim Potenzieren 
den Bnchstaben p, so jetzt beim Differenzieren den Bachstaben d 
anwenden, 

d'{xy) = Id'xd^y + ^d^-' xd'y+ ^^^^^^ d'-'^xd^y 
+ 12 "3^"^ 'a;e/32/ + -^^ ^' g 3 '^ -d' * a; (^* 1/ + nsw. 

Ja sogar anch zwischen den Potenzen der Mnltinome und 
den Differenzen einer Kombination oder eines Produktes aus 
mehreren Faktoren besteht dieselbe Analogie, z. B. zwischen 
der Differenz einer Teme d^[xy7^, und der Potenz eines 
Trinoms d^ [x '\- y -^x). Denn es bleibt immer wahr, daß 
sowohl der Exponent von p als auch der von d in der Formel, 
die man zu einer höheren Potenz erheben oder weiter differenzieren 
will, nach jedem Buchstaben für sich um eine Einheit vermehrt 
und aus allen Ergebnissen die neue Formel gesammelt wird. 
Es ist nun seinerzeit von mir die allgemeine Eoeffizientenregel 
gefunden worden, nach der sich die Potenz eines beliebigen 
Polynoms ausdrückt. Dieselbe Regel wird folglich fftr die 
Zahlenkoeffizienten der Formel gelten, die die Differentiation 
eines Produktes aus mehreren Faktoren ausdrückt. 

Es ist aber ein Zahlenkoeffizient bei den Potenzen nichts 
anderes als die Anzahl der Umstellungen, die die Buchstaben 
der Form oder des Gliedes gestatten, vor welchem der Koeffizient 
steht. Z. B. ergibt sich für p^[x-\-y + x) oder für den Kubus 
von X -{- y -{-% 
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Ix^ + 3x*y + 6xyx. 
ly^ Sa;«/* 
Ix^ 3x^x 

3 XX* 

3y*x 

3yx* 

Der Koeffizient aller Glieder wie x^y ist hier 3, weil man ftlr 
xxy schreiben kann 

xxy^ xyXj yxx, 

und der Koeffizient aller Glieder wie xyx ist 6, weil man für 
xyx schreiben kann 

xyXj xxy ^ yxx^ yxx^ xxy y xyx. 

Der Koeffizient aller Glieder wie x^ ist dagegen 1, weil mxxx 
eine Umstellung nichts ändert. Die Art aber, wie man die 
Anzahl der Umstellungen bei einer vorgelegten Form findet, 
habe ich anderswo in hinreichend bequemer Weise angegeben. 
Um aber die Analogie mit den Differenzen zu wahren, 
wird der Kubus oder die dritte Potenz von a; + «/ + ^ so 
geschrieben werden: 

Ip^xp^yp^x + %p^xp^yp^x + %p^xp^yp^x 

Ip^xp^yp^x Sp^xp^yp^x 

Ip^xp^yp^x 3p^xp^yp^x 

Sp^xp^yp^x 

Sp^xp^yp^x 

Sp^xp^yp'^x 

p^ix + y -\-x) = Ix^ -{- 3x^y -{-Gxyz, 

ly^ Sxy'^ 

Ix^ dx'^x 

dxx^ 

Stfz 

Ähnlich wird sich also die dritte Differenz von xyx in folgender 
Form ergeben: 

Id^^xd'^yd^x + Sd^xd^yd^'x + Gd'xd'yd^x 
Id^xd^yd^x Sd^xd^yd^x 
Id^xd^yd^x Sd^xd^yd^x 

Sd^xd^yd^z 

dd^xd^yd'x 

3d^xd'y(Pz 



ist gleich 



ist gleich 
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d^[x-\-y + z) = ld^x.yx+ Sd^xdy ,x-^ ßdxdydx, 
Ixd^y.z 3dxd*y,x 
Ixyd^z 3d*x.ydz 

Sdx.yd^z 

Sxd^ydx 

SxdycPz 

Hier zeigt sich deutlich, daß bei der neuen Schreibweise die 
Analogie zwischen den Potenzen und Differenzen zum Vor- 
schein kommt, bei der gewöhnlichen (an zweiter Stelle auf- 
geführten) aber nicht. Und diese Analogie reicht so weit, 
daß bei solcher Schreibweise auch (worüber man sich wundem 
wird) p^ [x -{- y -\- z) und d^{xyx) sich entsprechen. In der 
Tat ist 

P^{x+y + x) = 1 = p^xp^yp^z y 
d^[xyz) = xyz ^=: d^xd^y(Pz. 

Durch dasselbe Verfahren wird auch klar, welches das trans- 
zendentale Homogeneitätsgesetz ist, während man dieses 
bei der gewöhnlichen Art, Differenzen zu schreiben, nicht so 
erkennt. Z. B. ist bei Anwendung dieser neuen Bezeichnungs- 
weise klar, daß addx und dxdx nicht nur algebraisch (weil 
beidemal je zwei Größen miteinander multipliziert werden), 
sondern auch transzendental homogen und miteinander ver- 
gleichbar sind, da man jenes d^ad^x, dieses d^xd^x schreiben 
kann und beidemal die Differentialexponenten dieselbe Summe 
bilden, nämlich -{- 2 = 1 -j- 1 . Übrigens setzt das trans- 
zendentale Homogeneitätsgesetz das gewöhnliche oder alge- 
braische voraus. Inzwischen sind nicht alle transzendenten 
Formen, mögen sie auch miteinander homogen sein, in gleicher 
Weise für die Summation geeignet. Z. B. ist adxddx absolut 
summierbar, während dxdxdx oder p^{d^x) zwar damit sowohl 
algebraisch als auch transzendental homogen, aber nicht summier- 
bar ist, wenn nicht eine besondere Voraussetzung hinzukommt. 
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Das vorliegende Bändchen bringt einige der zahlreichen 
Abhandlungen, die Leibnix über die Analysis des Unendlichen 
veröffentlicht hat. Ein demnächst erscheinendes soll sich mit 
Newton beschäftigen, so daß dann die wichtigsten Arbeiten 
der beiden großen Erfinder der Infinitesimalrechnung in deutscher 
Sprache vorliegen werden. 

Gottfried Wilhelm Leihnix^ der berühmte Mathematiker, 
Philosoph und Staatsmann, wurde am 1. Juli 1646 in Leipzig 
geboren, wo sein Vater Notar und Professor der Moralphilo- 
sophie war. 1661 kam er auf die Universität und studierte 
Rechtswissenschaft, interessierte sich aber auch für Logik und 
im Anschloß daran für Mathematik. Die mathematischen 
Studien standen damals an den deutschen Universitäten auf 
einer sehr tiefen Stufe. Leihnix lernte als Student, auch in 
Jena, wohin er zeitweilig übersiedelte, nur die Elementar- 
mathematik kennen. Von großer Bedeutung war es für ihn, 
daß er nach Vollendung seiner Studien 1667 in Nürnberg mit 
dem Baron von Boineburg bekannt wurde. Dieser mächtige 
Gönner, selbst ein ehemaliger Staatsmann, ermöglichte ihm 
den Eintritt in die diplomatische Laufbahn. Im März 1672 
kam Leibnix mit einer Gesandtschaft des Kurfürsten von 
Mainz nach Paris. Am Hofe Ludwigs des XIV. lernte er eine 
Reihe hervorragender Gelehrter kennen, unter ihnen den be- 
rühmten holländischen Mathematiker und Physiker Huygens, 
der seit 1666 als Mitglied der Akademie in Paris lebte und 
zu jener Zeit sein großes Werk über die Pendeluhr (Horologium 
oscillatorium) zum Druck brachte. Beim Lesen dieses Buches 
erkannte LeibniXj wie gering seine mathematischen Kenntnisse 
waren, und wieviel ihm zum Verständnis der Huygensschen 
Arbeit fehlte. Er begann mit großen Eifer die »Geometrie« 
Descartes\ die > Synopsis geometrica« von Honoratus Fahrig 
Pascals Briefe über die Zykloide und andere mathematische 
Schriften zu studieren. Ein kurzer Aufenthalt in London (1673) 
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brachte ihm neue Anregungen. Er lernte dort die »Logarithmo- 
technia« von Nikolaiis Mercator^ ebenso die wichtigen >Lec- 
tiones geometricae« von Isaac Barrow^ dem Lehrer Newtons^ 
kennen. Dagegen wissen wir genau, daß er damals noch nichts 
von den Forschungen Newtons hörte. Nach Paris zurück- 
gekehrt, setzte er unter Huygens* Leitung seine Studien fort 
und kam sehr bald zu eigenen Entdeckungen. Im August 1673 
versuchte er, eine allgemeine Tangentenmethode zu entwickeln 
und das von Pascal übernommene charakteristische Dreieck 
(triangulum characteristicum), das aus einem unendlich kleinen 
Bogenstück und den zugehörigen Abszissen- und Ordinaten- 
differenzen besteht, bei allen Tangentenkonstruktionen an- 
zuwenden. Schon damals spricht er auch von dem sogenannten 
»umgekehrten Tangentenproblem«. »Regressus«, so heißt es in 
einem Manuskript, >an haberi possit a tangentibus aut aliis 
functionibus ad ordinatas, quaestio est magna. Res est 
accuratissime investiganda. . . . Est quaedam ipsius Analyseos 
Analysis, sed in qua profecto consistit Apex scientiae humanae 
in hoc quidem genere rerum«. (Ob es von den Tangenten 
oder andern Funktionen einen Rückgang zu den Ordinaten 
gibt,* ist eine Frage von großer Bedeutung. Die Sache muß 
genau untersucht werden. ... Es ist gewissermaßen die 
Analysis der Analysis, worin aber in Wahrheit der Gipfel 
der menschlichen Wissenschaft, wenigstens bei dieser Art von 
Dingen, liegt.) In einem Manuskript vom 29. Oktober 1675 
wendet Leihnix bereits das Integralzeichen an. Er schreibt 
aber zunächst nicht wie wir lf[x)dx^ sondern lf[x). Auch 
das Differentiationszeichen d gebraucht er in anderer Weise 

als wir. Er schreibt t statt dx. Am 11. November 1675 
d 

verfaßte Leibniz einen Aufsatz mit dem Titel: »Methodi 

tangentium inversae exempla« (Beispiele zur umgekehrten 

Tangentenmethode), und hier kommt neben jf{x) zum ersten 

X 

Male die Schi'eibung if{x)dx vor, ebenso statt — die Schreibung 

a 

dx. Schon damals hatte also Leibniz die zweckmäßige Symbolik 

gefunden, die jetzt über die ganze Welt verbreitet ist. »üne 

paiiiie du secret de Tanalyse consiste dans la charact6ristique, 

c'est ä dire dans l'art de bien employer les notes dont on 

se sert«, sagt er später in einem Briefe an den Marquis 

de VHospitalf und schon 1678 findet sich in einem Brief an 

Tsehimhaus folgende schöne Bemerkung: »In siguis spectanda 
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est commoditas ad inveniendnm qnae maxima est, qnoties rei 
naturam intimam paucis exprimunt et velut pingnnt, ita enim 
mirifice imminuitur cogitandi labor. Talia vero sunt Signa a 
me in calcalo aeqnationnm tetragonisticarum adhibita, quibus 
problemata saepe diflQcillima paucis liueis solvo«. (Bei den 
Bezeichnungen ist darauf zu achten, daß sie für das Erfinden 
bequem sind. Dies ist am meisten der Fall, so oft sie die 
innerste Natur der Sache mit Wenigem ausdrücken und gleich* 
sam abbilden. So wird nämlich auf wunderbare Weise die 
Denkarbeit vermindert. Von solcher Beschaffenheit sind aber 
die Bezeichnungen, die ich in dem Kalkül der tetragonistischen 
Gleichungen angewandt habe, und durch die ich oft die 
schwierigsten Probleme auf wenigen Zeilen löse.) 

Früher als Leibniz war Isaac Newton (ohne etwas darüber 
zu veröffentlichen) zu seiner Fluxionsrechnung gelangt, die im 
wesentlichen dasselbe wie die Differentialrechnung leistet. Man 
ist aber besonders nach den sorgfältigen Untersuchungen von 
Gerhardt (Die Entdeckung der Differentialrechnung durch 
LeibniXj Halle 1848. Die Entdeckung der höheren Analysis, 
Halle 1855) zu der Überzeugung gelangt, daß Leibniz un- 
abhängig von Newton seine neuen Ideen fand. Allerdings 
kam im September 1675 der Freiherr Walther von Tschirnhavs 
aus London nach Paris. Er hatte Newton und dessen Freunde 
kennen gelernt und konnte ohne Zweifel über die Newtonschen 
Resultate viel berichten. Aus einem Briefe Leibnixens vom 
28. Dezember 1675 scheint aber hervorzugehen, daß Tschim- 
haus hauptsächlich von seinen eigenen Entdeckungen sprach. 
Mit Bezug auf Tschimhatts heißt es dort nämlich: »multum . . . 
ejus consuetudine delector et Ingenium agnosco in Juvene 
praedarum magna promittens, inventa mihi ostendit non pauca, 
Analytica et Qeometrica, sane perelegantia. Unde facile judico, 
quid ab eo expectari possit«. (Ich habe großen Gefallen an dem 
Verkehr mit ihm und bemerke bei dem jungen Manne eine 
hervorragende Begabung, die viel verspricht. Er zeigte mir 
nicht wenige Erfindungen, analytische und geometrische, die 
wirklich sehr elegant sind. Danach urteile ich leicht, was von 
ihm erwartet werden kann.) Als Leibniz 1676 Paris verließ 
und nach Deutschland zurückkehrte, hielt er sich noch einige 
Tage in London auf. Hier verkehrte er mit Collins^ bei dem 
Newtonsche Manuskripte deponiert waren. Er hat auch, wie 
wir wissen, Newtons >De analysi per aequationes numero 
terminorum infinitas« sich angesehen und sogar exzerpiert. 
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In dlei^er Arbeit ist aber über die Flnxionsmethode nnr ganz 
wenig enthalten, und es fehlt jede Symbolik. Auch die beiden 
vielbesprochenen Briefe Newtons an Leibnix ans dem Jahre 
1676 hätten diesen nie und nimmer auf seine Erfindungen 
bringen können, da die Hauptsachen nach einer damals ver- 
breiteten Sitte in geheimnisvollen Anagrammen versteckt waren. 
Leibnix hätte auch nicht sofort sachkundig auf die Newtonschen 
Briefe antworten können, wenn er nicht schon in dem ganzen 
Gedankenkreis völlig zu Hause gewesen wäre. Am wichtigsten 
ist das Zeugnis Newtons in seinen berühmten »Philosophiae 
naturalis principia mathematica« 1686 — 87, wo er in einem 
Scholion direkt die Unabhängigkeit Leibnizens anerkennt. 

Leümix trat 1676 in den hannoverschen Staatsdienst. Hier 
war er durch seine amtlichen Pflichten an der weiteren Aus- 
bildung seiner mathematischen Ideen stark gehindert. Daher kam 
es, daß er erst 1684 eine Publikation über seine Differential- 
rechnung machte. Er plante ein großes Werk über die »scientia 
infiniti«, zu dessen Ausführung er aber nicht gekommen ist. 
Die letzten 16 Jahre seines Lebens wurden ihm durch einen 
unerquicklichen Prioritätsstreit mit Newton verbittert. Durch 
eine von der Royal Society eingesetzte Kommission wurde die 
Unabhängigkeit seiner Erfindung ausdrücklich verneint, er 
wurde zum Nacherfinder, ja sogar zum Plagiator herab- 
gewürdigt. Auch bei seinem Fürsten fiel er in Ungnade, 
trotzdem er ihm zur englischen Königskrone verhelfen hatte. 
Er starb am 14. November 1716. 



1) ZuS,3, Wirsagenjetztstatt»Differenz(differentia)«Diffe- 
r e n t i a 1. Die Leibnixsche Definition stimmt mit der heutzutage üb- 
lichen überein, nur daß Leibnix die Vorzeichen der Strecken XB^ 
XG, XD, XEf unberücksichtigt läßt. Dieser Mangel ist leicht 
zu beseitigen: Ist y die Ordinate und s = DX die Subtangente, 

y 

mit dem richtigen Zeichen genommen, so wird dy = —dx\ 

s 

DX ist positiv (negativ), wenn man sich beim Übergange von 

D nach X in der Kichtung der wachsenden (abnehmenden) x 

bewegt. Aus dieser Definition von dy folgt, wenn man y = f{x) 

setzt und an die Entstehung der Tangente aus der Sekante 

denkt, , ^ . ,x ^ . 

dy^ lim fi''+f>')-fi'^) . 



d^ h = '* 
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2) Zm S. 4. Auch bei der Formel für d[xv) hätte Leihnix. 
doppelte Vorzeichen schreiben müssen, wie er dies in andern 
Schriften wirklich getan hat» Die Unbestimmtheit der Vorzeichen 
kommt daher, daß er^ wie schon in Anm. 1 erwähnt wurde, die 
Subtangente ohne Vorzeichen nimmt. 

3) Zfu S. 5, Hier irrt sich Leibniz, Setzt man z. B. i/ = ir', 
so ist dy = 2xdx und d^y = 2dx^, Die liy sind in der Um- 
gebung von a; = zunehmend, die y nehmen aber für a; g 
ab, für x^O zu. 

4) Zu S, 11, üyj seien die Koordinaten des Punktes v 
(v = 4, 5, . . .) und , 

die Entfernung der Punkte 3 und r. Die Gleichung der Kurve 
ist dann 

^ + ^5 H =9' 

Da 

rydvy = (x — a,,]dx + ydy 

ist, so hat man 

('^ + ^+-)- + (^+^ + .'.).. = o. 

Es verhält sich also dx zu dy, d. h. T2 zu 23, wie 



oder 



23 , 23 , 24 , 25 , 

zu 



Leihnix schreibt statt 24 und 25, da diese Strecken in 
der Figur negativ sind, — 24 und — 25. Bei ihm sind 24, 
25, ... nicht wie bei uns die Maßzahlen von Strecken (in- 
klusive Vorzeichen], sondern Entfernungen. 

5) Zu S, IL Florimond de Beaune (1601 — 1652) war einer 
der ersten Anhänger der Mathematik Descartes*, Die in Rede 
stehende Aufgabe gehörte zu denen, die er 1639 den Mathe- 
matikern vorlegte. Wir würden die Leihniz^ohe Betrachtung so 

zu Ende führen. Aus w = —dw oder wdx =^ adw folgt 

X - 

logw = h log c oder w = ce" . 

a 

Das ist die logarithmische Kurve. 



^ 
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6) Zu S, 12, Joachim Jung wurde 1587 zu Lübeck geboren, 
wurde 1609 Professor der Mathematik in Gießen. 1614 verließ 
er seinen Lehrstuhl und begann noch einmal zu studieren, war 
an verschiedenen Orten Lehrer und starb 1657 als Rektor 
des Johanneums in Hamburg. 

7) Zu S, 12. Die Brüder Bemoulli stammen aus einer Fa- 
milie, die während der Protestantenverfolgung Albas aus den 
Niederlanden nach Basel zog. Ihr Vater war hier Ratsherr. Sie 
widmeten sich beide trotz verschiedener Hindernisse dem Stu- 
dium der Mathematik und waren zusammen mit dem Marquis 
de VHospital die ersten eifrigen Anhänger und Förderer der 
Leibnizschea Lehre. Jacob B. (1654 — 1705) war der Lehrer 
JoJiann BemouUis (1667 — 1748). Zu den Schülern Johanns 
gehörte der berühmte Leonhard Euler, 

8) Zu S, 15, Man konstruiert ein rechtwinkliges Dreieck, 
dessen Hypotenuse die zu zerlegende Strecke, und dessen Höhe 
gleich OA ist. 

9) Zu S, 15, Das rechtwinklige Dreieck OAR liefert 

OA^ = OR^ — AR^ = [OR + AR) [OR — AR) , 

OA ist also die mittlere Proportionale zwischen OR-\'AR 
und OR — AR, deren Summe gleich 20R= 2NC ist. 
2 NC ist damit, wie verlangt wird, in zwei Teile zerlegt, zwi- 
schen denen OA die mittlere Proportionale ist. 

10) Zu S, 15, Man hat in der Tat 

4:AR^= 4:OR^'-4.0Ä'= 4:03^ — 4.0 A* 

= (Ow + 0(/;)«— 40w.0(/; = (0(/;— Ow)*=^/;w^ 

11) Zu S, 18, Alle Sätze der Leibnizsahen Arbeit beweisen 
sich leicht, sobald man die Gleichung der Eettenlinie hat. Diese 
ergibt sich folgendermaßen. X sei die Spannung der Kette 
im Punkte (7, dessen Koordinaten ON=x, NC = y sind; 
a und j^ seien die Richtungscosinus von TG in bezug auf die 
Achsen ON und OA, Ist (7 ein unendlich benachbarter 
Kettenpunkt mit den Koordinaten x -\- dx , y-\-dy, so heiTScht 
in G die Spannung X -|- dX . Man denke sich nun das Ketten- 
stückchen GG starr gemacht, wodurch das Gleichgewicht nicht 
aufgehoben wird. Auf dieses starre Kettenstückchen, dessen 
Länge ds, und dessen Gewicht yds heiße (y konstant), wirken 
folgende Kräfte: 
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1. in (7 eine Kraft mit den Komponenten — S^a, — S/?, 

2. » C » > » » » Za + d{^a),Zß-\'d{^ß), 

3. im Schwerpunkt » » » 0, -^ y/Zs» 

Das Gleichgewicht fordert, daß die Summen der gleich- 
namigen Komponenten gleich Null sind, daß also 

d{Za) = 0, d(^ß) ^yds = 

ist. Aus der ersten Gleichung folgt, daß J a längs der Kette 
konstant, etwa gleich e ist. Beachtet man, daß ß:a^=dy:dx=y' 
und ^ß = cy' ist, so liefert die zweite Gleichung 

^ ' ^ A ^ V. ^y' dx ( 6\ 

cdy — yds = 0, d. h. -/ ^ . ,^ = - • la = — 1 • 

Durch Integration findet man 

wenn man noch beachtet, daß im tiefsten Punkt der Kette 
2/' = und X = ist. Zugleich hat man 

\os{-y' + VT+^*) = ---- 

Es ist daher 

y' + YT+^^c^, -y' + Yl'+^i^e'" 
und 

^ 2 

Durch Integration ergibt sich endlich 

«IT, ~l") 
2/ = Y ^e + e / • 

Hierbei ist vorausgesetzt, daß 0-4 = a ist. Jetzt sieht 
man auch, welches Verhältnis die beiden Strecken D 
und Ä" haben. Die Gleichung der logarithmischen Kui-ve f ^ 

X 

ist nämlich y = ae^ , so daß für a; = a herauskommt y = ae, 
K verhält sich also zu D wie e zu 1. 

12) Zu S, 19. Nikolaus Mercator ist berühmt durch seine 
Logarithmotechnia (1669), die auch Leibniz kannte. M. 
hat z. B. die Reihenentwicklung für 1 : (1 + a;) angegeben und 
daraus die für log (1 + x) abgeleitet. 



^ 
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13) Zu S. 10, Newton hat eine allgemeine Methode an-' 
gegeben, um die Wurzeln y einer Gleichung /*(ir, 2/) = ^ [f i'*~ 
tional und ganz) in Reihen zu entwickeln. 

14) Zm S. 20. Der Sinus rectus ist gleich dem Radius, 
multipliziert mit dem Sinus im heutigen Sinne. 

15) Zm S. 20. Der Sinus .totus ist gleich dem Radius. 

16) Zu S. 21. Wir sehen hier, daß Leibniz die DiflPerentiale 
von sin und arc sin kennt, die in seiner Arbeit von 1684 nicht 
ausdrücklich vorkommen. 

17) Z^ S. 28, Da ^j L = a sin cp , LH= a cot r/) ist {cp = 
^ OA^ F in Fig. 5) , so wird die Kurve B^ HH (der geo- 
metrische Ort der Punkte H) in bezug auf die Achsen A^L 
und A,^R dargestellt durch die Gleichungen 

X =. a ^mcp j y = a cot cp . 

18) Zu S. 28. Da'^EAB=^ GA^F=^cp ist, so haben wir 

dAj^E: dA^L = — cot(jp, also dA^E = a cotcpdA^L, 

d. h. (weil LH = B^K = a cot y) ist) 

adA^E= — LHdA^L, 

Daraus folgt, daß aA^E gleich dem dreieckigen Gebiet 
LB^H^H 'M. 

19) Zu S. 28. Um das dreieckige Gebiet LB^H^H zu be- 
rechnen, beachte man, daß 

A^L = a^mq)^ dA^L ^= a Go^cpdcp, LH = a cot (p 
ist, also das erwähnte Gebiet gleich 
IL — 
a* i^cotq) coscpdcp = «' / l- sinqp \d(p 

w <p 

n 

= a* log tg ^ + cos (p\ = a^ log cot -^ — a* cos y) . 

20) Zu S. 30. Hier spricht Leihnix den wichtigen Satz 

& 
aus, daß lf[x)dx sich angeben läßt, wenn man eine primitive 

a 

Funktion von f[x) kennt, d. h. eine Funktion F[x), die f{x) 
als Ableitung hat. 

21) Zu S. 30. Das unangebbare charakteristische Dreieck 
hat Leibniz von Pascal. 
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22) Zu S. 35. 1692 erschien in den Acta Ernditorum eine 
Arbeit von Leibnix unter dem Titel: Über die Linie, die aus 
dem Znsammentreffen unendlich vieler in bestimmter 
Anordnung gezogener Linien entsteht und sie alle 
berührt, und über eine neue dabei stattfindende An- 
wendung der Analysis des Unendlichen. Diese Arbeit 
ist aber nur als eine kurze vorläußge Mitteilung über den 
Gegenstand zu betrachten. Daß die Enveloppe die Kurven 
der Schar alle berührt, wird weder hier, noch in dem aus- 
führlichen Aufsatze bewiesen, den wir übersetzt haben. Leib- 
nix sagt in dem kurzen Aufsatze von 1692, »daß diese 
Eigenschaft für die Nachdenkenden genügend klar sei und 
daher nicht bewiesen zu werden brauche«. 

23) Zu S, 35, Wir haben das Leibnix^Q\iQ »ordinatim« mit 
»in bestimmter Anordnung« übersetzt. 

24) Zu S. 39, Da die Gleichung der Tangente 

lautet, so sind die Achsenabschnitte 

Die Aufgabe, die Leihnix sich hier stellt, ist also die Inte- 
gration einer Differentialgleichung von der Form 

f{y — ^y'y 2/') = • 

Wir bezeichnen diese Differentialgleichung jetzt als die 
Clairauhche nach Clairaut (1713 — 1765), der sie ebenfalls 
behandelt hat. 

25) Zu S. 39. Da die Gleichung der Normale 

{Y-^y)y'+X-x = 
lautet, so sind die Achsenabschnitte 

, x + yy' 

^ + yy, — -1 — 
y 

Leibnix integriert hier also die Differentialgleichung 

f[^ + yy',y) = o. 

26) Zu S, 40. PC ist gleich y Vi + y'* und ^P= a; + yy\ 
Die Differentialgleichung, die Leibnix hier integriert, lautet also 



fx + yy', 7/n+2/'*) = 0. 
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27) Zm, S. 4L Piene de Fermat (1601—1665) war Paria-- 
mentsrat in Toulouse. Am berühmtesten ist er durch seine 
zahlentheoretischen Arbeiten, er hat aber auch eine Schrift 
>De mazimis et minimis« verfaßt, in der er Maxima und 
Minima, sowie Eurventangenten durch eine Methode bestimmt, 
die von der Differentialrechnung nicht wesentlich verschieden, 
aber doch weniger allgemein ist. 

28) Zu S. 4L Johannes Hudde (1628—1704) war Bürger- 
meister in Amsterdam. Er arbeitete über algebraische Gleichungen 
und über Maxima und Minima. Leibnix kannte ihn persönlich. 

29) Zu S, 46. Am einfachsten beweist man die Lei&nt^schen 
Formeln vielleicht so: Zunächst hat man 

m — l = c — b, 

also, wenn man durch Im dividiert, 

1 1 ^ C'-b ^^^^ 1^1 1 .^. 

l m Im Im [c — b)l {b — c)m 

Nehmen wir an, es sei bewiesen, daß limnp ... sich in der 
Form 

— -1 1 h • • • (a*) ^> ^> • • • konstant) 

m n p \r 7 7 7 

schreiben läßt. Multipliziert man mit — , so kommt 

V 

1 . m r 7t 



Imnp ... Im In Ip 
Ersetzt man rechts 



1^ 1 
Im' In' 



bezüglich durch 
1 



+ 



[c^\h)l^(h — e)m' (d'-'b)l^[b — d)n' ' 

so kommt ein Ausdruck von der Form 

Imnp 
heraus. Nachdem so die Zerlegbarkeit von l.lmn- - * in 

Ostwalds Klassiker. 162. 6 
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einfache Brüche allgemein bewiesen ist, ist es leicht, die 
Konstanten A, /£, v, • • • zu bestimmen. Multipliziert man 



Imnp • • • l m n j> 
mit Ij so ergibt sich 

mnp • • • \m n p / 

SetKt man hier aj = — 6, also l = 0, so findet man 

1 



X = 



(ö^h){d--b)' 



In derselben Weise bestimmen* sich jte, r, • • • 

30) Zu S. 47. Man hat 

l =a? + 5 
lmn==(X'{-b){X'\-c){x-\-d)^x^-\-[b-\-c-{-d)x'-\-{ed+bd+bc)x-\-bcd 

Daraus lassen sich der Reihe nach x, x*, x^, • • • berechnen, 
und man findet 

X = Z — 6, 

x'' = lm-'{b + e)l+bb, 

x^ = Zmw — (6 + ß + <^)im + (^^ + CC + 5c)^ — ¥ ^ 

Daraus ergeben sich leicht die Leibnixschen Formeln. 

31) Zu, S. 47, Diese Formeln sind nicht notwendig, weil 
man von dem zu integrierenden rationalen Ausdruck den ganzen 
Bestandteil vorher abspaltet. 

32) Zu, S, 52. Solange nur einfache Wurzeln da sind^ 
kommen die Integrale 

fdy fdy 

nicht vor. Man sieht deutlich, Aviß Leibnix, als er dies sehrieb, 
auch schon die Erledigung des Falles mehrfacher Wurzeln ge- 
lungen war. 

33) Zu 8. 56 u. 60. Hier irrt sich Leibnix. Es ist nftmlich 
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Nun hat man aber (wie auch LeHmix hätte ausrechnen können) 

(|/y:zT+ yZyTiy « yiTi _ yirT+ 2 Vyirf ^Ily^ = 2 , 

also 

und 

(x + aj/y^^Ol) {x + aV—V^i) =x'+y2 'ax + a', 
ebenso 

^x — aV/^T) (x — aY—V^^) = X» - V2 • ax + a'. 
In der Tat ist auch 

Es läßt sich also x*-{'a* in zwei reelle »ebene« (d. h. 
quadratische) Teiler auflösen. D^Älembert hat später den 
Satz aufgestellt, daß jede reelle ganze rationale Funktion in 
reelle lineare oder quadratische Teiler aufgelöst werden kann. 
D^Alembert hat aber diesen Satz^ dessen Richtigkeit Leibnix 
in der vorliegenden Arbeit, wie wir sehen, ausdrücklich be- 
streitet, noch nicht streng bewiesen. Strenge Beweise gab 
vielmehr erst Qauß, 

34) Zu S, 63, Man gelangt zu dieser Formel in folgender 
Weise: Es ist (vgl. Anm. 29) 

hl [h^a)h^ [a — h)l wh loV ^^ 

also (nach Multiplikation mit 1 :h und unter Benutzung von (1)) 

J_^J 1_^J. 11 

h^l wh* Lohl'^ wh* w*h'^ w*V 

ferner (nach nochmaliger Multiplikation mit 1 : ä und unter 
Benutzung von (1)) 

hH~ wh\ to*Ä* "^ w*hl ~ ~wh^ w*h^ "*" w^h w^ l 
und in derselben Weise 

h*l (ah* ft»*Ä»^a»»Ä* fo*hT utH 

6* 
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36) 2ta 'S, 63. Mnltipliziei*t man die letzte Formel in 
Anm. 34 mit 1 : Z nnd zerlegt die rechts auftretenden Brüche 
l:h*l, l'.h^lj l'.h^l, 1:/»Z in der in Anm. 34 angegebenen 
Weise, so erhält man eine Formel für l.h^l*. Behandelt man 
diese in derselben Weise, so entsteht die Lei^m^sche Formel 
für l:h*l\ 

36) Zu S. 64. Leibnix hält, trotzdem Bemovlli das Kich- 
tige gelehrt hatte, an seinem Irrtum fest. 

Bonn, September 1907. 

Gerhard Eowalewski. 
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